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实 分 析 是 数学 的 重要 基础 分 支 之 一 , 它 已 有 了 一 百 多 年 的 历 
史 。 它 是 研究 某 些 实 变 函 数 类 的 共同 性 质 ,如 连续 画 数 具 有 取 最 大 
最 小 值 性 和 介 值 性 ; 固 变 函数 可 分 解 为 两 个 单调 函数 之 和 等 等 , 它 
也 讨论 某 一 具体 函数 所 特有 的 性 质 。 然 而 更 最 令 人 震惊 的 是 发 现 
了 一 些 函 数 竟 会 具有 令 人 费解 的 、 难 以 想象 的 性 质 , 如 最 早 Weier- 
strass 构造 出 的 处 处 连续 无 处 可 导 函 教 , 它 反映 在 力学 上 表现 为 时 ， 
时 处 处 没有 速度 的 连续 运动 ,这 在 当时 实在 不 好 理解 , 故 被 贬 之 为 
娇 探 造作 的 病态 性 质 ,而 把 具有 这 种 性 质 的 函数 称 之 为 病态 函数 。 
并 且 确 有 许多 数学 家 为 此 费 尽 了 毕生 精力 。 

随 着 数学 的 发 展 ,人 们 逐渐 看 到 ,(1) 这 种 所 谓 的 病态 性 质 或 
病态 函数 越 来 越 多 ; (2) 它 的 存在 性 证 明 与 构造 方法 越 来 越 简便 ; 
(3) 特 别 是 具有 这 种 或 那 种 的 病态 性 质 函数 有 着 意 想不到 的 广泛 
性 , 以致 于 我 们 经 常 所 研究 的 “正常 > 的 (不 具有 这 种 病态 性 质 的 ) 
函数 反而 成 为 极 少 数 了 , 这 样 如 果 继 续 再 把 它们 称 之 为 病态 函数 
太 有 失 公 人 允 了 ,因为 这 些 性 质 不 仅 不 是 矫 揉 造作 的 病态 ,而 且 是 绝 
大 多 数 ( 虽 不 是 全 体 ) 函数 所 共有 性 质 ,因此 将 它们 正名 为 典型 性 
和 典型 函数 是 最 合适 不 过 了 。 

这 一 领域 领先 系统 研究 的 是 美国 加 州 大 学 Bruckner 教授 ,由 
于 我 们 在 近 十 年 的 研究 中 才 接 触 到 他 的 工作 ,并 且 深 深 被 他 的 工 
作 所 吸引 与 感染 ,因为 他 所 研究 的 许多 方面 就 是 我 们 曾 在 数学 分 
析 或 函数 论 中 教学 几 十 年 中 所 过 到 而 没有 解决 的 问题 ,这 些 问题 
的 讨论 将 无 疑 促进 这 一 课题 教学 与 研究 的 深化 ,因此 我 们 把 由 西 
北 师 大 数学 系 组 织 的 ,以 校内 为 主 的 校 际 实 分 析 讨 论 班 提 到 这 一 
课题 进行 学 习 、 探 索 与 研究 ,与 此 同时 ,Bruckner 教授 也 给 予 极 大 . 
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支持 ,给 我 们 寄 来 大 量 资料 ,考虑 到 国内 还 没有 系统 讨论 这 一 领域 
的 书籍 ,更 没有 讨论 典型 函数 与 典型 性 质 的 专著 ,我 们 把 近 十 年 来 
在 讨论 班 工作 的 总 结 成 本 书 , 旨 在 作为 实 分 析 的 导论 ,使 从 事 于 实 
分 析 教学 与 研究 的 读者 了 解 这 一 问题 ,进而 希望 能 与 读者 共同 来 
填补 国内 的 这 一 空白 ， 

本 研究 项 目 得 到 甘肃 省 科 委 ,教委 .西北 师范 大 学 .新 加 坡 教 
育 学 院 的 大 力 支持 与 扶植 ;本 书 在 写作 过 程 中 作者 得 到 Bruckner 
教授 ,Thomson 教授 . 严 绍 宗教 授 . 吴 智 泉 教 授 . RAMA, KH 
宙 教 授 , 刘 文教 授 , 陈 文忠 教授 , 陆 泣 林 教授 、 陈 文 岩 教 授 , 范 先 令 
教授 ,雷光 彩 博士 . 周 选 星 博士 , 陈 成 德 先 生 , 徐 贤 芳 先生 的 关怀 与 
具体 帮助 ;参与 本 书 讨论 的 有 李 宝 髓 , 巩 增 泰 . 王 才 士 , 杞 振 民 、 叶 
国 菊 、 刘 眼前 . 丁 拓 、 丁 静 之 ,特别 是 集美 大 学 的 杨 克 仁 教授 . 陆 式 
盘 副 教授 . 林 应 坚 副 教授 . 花 了 几 个 月 时 间 全 面 系 统 对 本 书 提 出 了 
建设 性 意见 ,补充 与 修改 , 马 勤 生 同 志 对 本 书 作 了 多 次 精心 编排 
在 这 里 谨 向 这 些 领 导 、 机 构 、 专 家 ,和 朋友 们 的 种 种 支持 与 帮助 , 致 
以 由 圳 的 敬意 和 感谢 。 
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附录 CEEE eeuen A. Bruckner (205) 


第 一 章 ”连续 函数 的 典型 性 质 


在 大 学 里 系统 地 研究 函数 理论 是 从 数学 分 析 课 程 开 始 的 , 数 
学 分 析 是 一 门 研究 连续 函数 或 基本 上 连续 函数 (如 单调 函数 或 
OTRE HEA, CHEM S BARS HICH BK 

随 着 对 函数 理论 研究 的 深入 , 出现 了 一 些 复杂 的 函数 ,如 处 处 
连续 无 处 可 导 或 无 处 单调 的 函数 ,初次 见 到 ,不 免 使 人 惊异 , 钦 假 
这 些 函数 构造 者 的 技巧 ,但 又 感到 这 种 函数 过 多 娇 揉 造作 , 故 称 之 
为 病态 函数 ”, 后 来 人 们 知道 这 类 函数 在 纲 的 意义 下 是 很 多 的 , 相 
反 在 某 一 点 可 导 或 某 一 区 间 单 调 函数 却 只 占 少 部 分 ,表明 “病态 ” 
反而 有 典型 性 ,这 样 “ 病 态 ” 一 词 应 正名 为 “典型 ,处 处 不 可 导 或 不 
单调 怡 怡 正 是 连续 函数 所 具有 的 典型 性 质 . 也 就 是 说 , 绝 大 多 数 的 
连续 函数 是 具有 处 处 不 可 导 和 处 处 不 单调 的 性 质 . 除 此 之 外 ,连续 
函数 还 具有 其 他 典型 性 质 ,如 非 角 性 ,万 有 广义 逆 导 性 和 水 平 集 构 
成 完备 集 等 ,本 章 将 对 这 些 性 质 逐 一 加 以 展开 讨论 ,其 中 第 一 节 是 
对 一 些 必要 的 基本 概念 进行 简 述 . 


§1.1 概念 与 记号 


为 了 讨论 连续 函数 及 其 典型 性 质 ,这 里 应 引进 若 于 必要 概念 
及 其 记号 . 
”定义 1.1.1 RS) 为 实数 集 忆 上 的 实 值 函数 ,z E ,分 别 
称 
firth f 
h ` 


Dt f(z) = lim sup 
sty 


Dy f(x) = lim inf PEt — F@) 、 
bro, À 

D- f(z) = lim sup (x th 一 fa 
k= 

D- f(z) = lim inf EHH — f) 
heo A 


A f(a) 在 z 点 的 右上 , 右 下 ,左上 ,左下 导数 ,统称 Dini 导数 . 再 者 
分 别称 
. Df(lz) = max{Dt Fl), D f(z}, 
Df(z) = min {D} f£), D- f(x)} 
为 f(z) 在 点 x 上 、 下 导数 . 

当 D+ f(z) = Dy f(z)( 或 D- f(x) = D_ f(x)) 时, 则 称 
f(z) 在 z 点 上 有 右 ( 或 左 ) 导数 , 记 为 户 ; RS, BHAA, 
则 称 了 在 z 点 右 ( 左 ) 可 导 . 

当 疡 + 一 户 - Bt, MRS 在 点 上 有 导数 ， 记 为 产 (z) ,特别 
4 f(z) 为 有 限 值 时 , 则 称 f(x) 在 x 点 可 导 . 

有 时 我 们 需要 中 间 导 数 , 即 车 存在 六 > 0,8, £0, 使 

m EE +A 2 一 f(x) 


则 称 7Y 为 f(z) se, th SH, 显然 有 
Dfi) SY < Df tz), 
Bh, > OM AYA So) 在 x 点 的 中 间 右 导数 ,同时 有 
Dy f(r) EY <= Dt fie, 

当 加 之 0 时 , 称 7 为 中 间 左 导数 ,有 DD f(z) YD flr). 

定义 1.1.2 WX BERS MCRCX., 

称 M 为 相对 于 R 的 闭 集 ,是 指 对 任何 z, € MF x, 一 x。 € 
R, Wa EM. 

NCRCX, AN 为 相对 于 FR 的 开 集 是 指 R\N 为 相对 于 R 的 
闭 集 . 

* 2 . 


=7, 


N 为 相对 于 RR 的 开 集 的 充 要 条 件 为 ,对 任 一 z E N, BAR 

Rd > o FEER 中 存在 以 r 为 中 心 .6 为 半径 的 开 球 
U(xzod) = {r|d(z,.2) Hr € R} CN. 

QCRCX, 称 Q 在 R 中 稠密 ,是 指 R 中 的 任何 开 球 U BEA 
Q 中 的 点 . 

FA 为 Q@ 在 R 中 闭 包 , 是 指 @ 为 RR 中 包含 QQ 的 最 小 闭 集 , 即 包 
含 Q 的 一 切 相对 于 RR 中 闭 集 的 交 . 

@ 在 R 中 稠密 ,当量 仅 当 忆 在 R PHM DR. 

PCR, PER 中 无 处 稠密 (或 栈 朗 ), 是 指 R 中 的 任何 开 球 
U,P 在 U 中 不 稠密 , 即 RR 中 任何 开 球 吕 ,总 存在 开 球 V CU AV h 
无 P 的 点 . 

. BRP ER 中 无 处 稠密 的 充 要 条 件 为 P ER 中 无 处 稠密 . 

F CR, AF AR MBAR IL F 可 表 为 可 列 个 在 RR 中 无 
处 稠密 子 集 的 并 . | 

显然 ,F 为 RR 的 第 一 网 集 的 充 要 条 件 为 三 可 表 为 可 列 个 在 R 
中 无 处 稠密 闭 子 集 的 并 . 

FCR, 称 FF 为 R 中 FF 型 集 ,是 指 在 R 中 存在 可 列 个 闭 集 FF,， 
EF = ÜF.. 

GCR, AG HR PG ME, EMER 中 存在 可 列 个 开 集 G.， 
使 G = ÅG 

这 样 , 若 五 为 R 的 第 一 网 集 , 则 下 必 为 FF, 型 集 ， 

”由 于 以 上 概念 都 与 所 在 空间 有 关 , 如 直线 在 平面 中 是 无 处 和 
' 审 的 ,但 直线 在 其 自身 却 是 处 处 稠密 的 , Cantor 集 在 区 间 [0,1] 中 
是 无 处 稠密 集 ( 自 然 是 第 一- 纲 集 ) ,但 它 对 自己 是 稠密 集 ,也 不 是 第 
一 网 集 . 
”尽管 R 中 第 一 岗 集 是 R 可 列 个 无 处 稠密 集 的 并 集 , 但 它 本身 
可 能 在 R 中 处 处 稠密 ,即使 如 此 , 它 仍 不 能 奢 盖 R. 
定理 1.1.3 EX 为 完备 度量 空间 ,R 为 X PAR, F HRH 
. 3 ry 


第 一 网 集 , 则 R\F + 多 ,而 且 R\F 在 R HAE. 

证 明 RF WR HEAR, WF = UP. IOP FR PK 
处 稠密 的 闭 集 , 对 R 中 每 一 个 开 球 U, 总 有 R 中 开 球 V CU, BY, 
NF = 名 ,同样 ,有 开 球 VC 忆 Vi, 使 V， NF, = 名 ，… ,如 此 继续 ， 
A FEV, CV, 1,48, n F,, = DB yo REV, n V: n s.. Nn V, n 
" N F= 所 再 由 多 是 完备 度量 空间 , 知 R 也 是 完备 度量 空间 ,从 
MIB, AVN AVN A, y NN VN) AVN 
ERREF H, RF 在 U 中 不 空 ,U 为 任意 , 知 R\F 在 R 中 处 处 
稠密 . 

定义 1.1.4 AF HCAS R 中 第 一 网 集 , 则 称 R\F 
为 及 的 主 剩 集 (residual set) . 

定理 1.1.5 下 为 R 的 第 一 岗 集 , 当 和 且 仅 当 G = RF ÆR 中 
处 处 稠密 的 Gs 型 集 . 

证 明 ”由 于 
R\F = R\ ÜF, =A RV), 
4 FF 为 闭 集 时 ,R\F, 为 开 集 , 故 G 一 R\F 为 G; 集 ,再 由 定理 1.1.3 
知 ,G 在 RR 中 处 处 稠密 . 

反之 , 当 G 为 Gy 集 时 ,G 可 写 为 可 列 开 集 G, ZG = AG. 
GER PAE, 自然 G, ER 中 稠密 , 因 R\G, 为 闭 集 ,不 可 能 在 某 球 
内 稠密 ,否则 就 必 会 这 个 球 ,这 是 不 可 能 的 , 故 在 R 中 无 处 稠密 . 另 
一 方面 

F=R\G=R\ fie, = Ü (R\G,) ， 

故 下 为 第 一 纲 集 . 

Ri R 中 主 剩 集 的 并 或 有 限 交 仍 为 主 剩 集 . 

R2 R 中 主 剩 集 不 可 能 为 第 一 纲 集 所 材 盖 . 

因此 ,从 网 的 观点 而 言 ,R 中 主 剩 集 不 会 比 第 一 纲 集 的 元 察 更 

4: 


例 1.1.6 [0,1] 上 连续 函数 全 体 记 为 C(0,1), 对 任意 Ag E 

C(O,1), MEER 
PD = If -el = max lf) — g(x) | 

构成 完备 度量 空间 . 

如 果 CC0,1) PRAX- ERREAREN, 则 称 此 
性 质 为 连续 函数 的 典型 性 质 . 相应 的 这 些 函 数 称 为 某 一 类 典型 连 
FRR. 典型 连续 函数 不 是 连续 函数 全 体 ,也 不 是 某 一 个 连续 函 
数 ,而 是 指 “ 大 多 数 ” 连 续 函 数 (这 里 * 大 多 数 ” 是 指 C(0,1) 中 除去 
某 一 个 第 一 纲 集 后 的 主 刹 集 ). 连续 函数 的 典型 性 质 也 就 是 这 些 
“Ke” 函数 所 共有 的 性 质 ,下 面 我 们 将 逐 节 来 讨论 各 种 典型 性 
质 . 


$1.2 连续 函数 的 无 处 可 导 性 


数学 分 析 中 已 经 提 到 存在 处 处 连续 无 
处 可 导 的 函数 ,尽管 构造 出 这 种 函数 有 较 大 
的 困难 和 需要 相当 技巧 ,但 在 连续 函数 空间 
中 无 处 可 导 示 数 却 占 了 极 大 的 多数 . 

定理 1.2.1 [0.1] 上 无 处 可 导 的 连续 
函数 全 体 是 CC0,1) 中 主 剩 集 . 换言之 ,C00， 
1) 中 除了 某 一 类 第 一 纲 集 以 外 , 都 是 [0,1] 
上 无 处 可 导 的 连续 函数 , 即 无 处 可 导 性 是 连 一 二 + b 
ARARA HAA E. 

ER EJ 在 xz € [10,1] REA 性 质 是 指 ; 当 z € 


z 一 二 ,x 十 二} ALE IO -olal 21.4 
= {F € CC0,1)| 存在 xz, 使 f(z) 在 zx 点 有 (入 ,) EE) 
显然 ,车 f(x) 在 [0,1] 某 一 点 可 导 ,( 在 区 间 左 ( 右 ) 端点 是 指 右 
(AD 可 导 ), 必 有 = 使 在 该 点 满足 (人 。) HER, aS E A, AE 
5s 


CODA ÜA 中 的 每 一 个 连续 函数 都 是 无 处 可 导 的 ， 
现在 证 明 每 个 固定 ,4, 在 C(0,1) 中 是 闭 且 是 无 处 稠密 的 ， 

事实 上 ,车 fh€ Avk=1,2.,1 fA — fll 一 0, 这 时 , 必 有 
z € [0,1], fie) 在 zi 点 有 (入 ,)》 ER, BY 

tE [za 一 Lin + 1) n [0,1] 
时 ,有 

. |F) — fap | Salt — al, 
Bx, 在 [0,1] F, AARATI, RE x WF r E [0,1]. 


对 任何 *> 0 及 任何 4c (zæ — Lz t) no, 可 时 ,总 可 


取 充 分 大 ,使 
D 对 所 有 z € [0,1], 都 有 AOD — f(z)| <e, 
(te zz 一 ,zy 十 二]， 
(3) [S Cr) 一 了 (zo)| <s 和 |z = zol LE, 
这 样 就 有 
| FG) 一 F (20) | 


SISO — A | + (AiG) — fice | 
+ BAES) 一 F(x) | + FECA. 一 F(a) | 
—3e + nit — 2 | 
Ala + 3e + nile — zl 
， 由 于 有 是 固定 的 ,s > 0 是 任意 的 ,得 
IFO — fx) | Kale ~ zol, 
TA FRACA) HER, BD SE A.A, 在 CC0,1) 中 闭 性 得 证 . 
再 者 ,为 证 明 A, 在 C(0,1) 中 无 处 稠密 , 由 A, 的 闭 性 ,只 需 证 
C(0,1)\A, 在 CC0,1) 中 处 处 稠密 ,由 于 [0,1] 上 折线 函数 全 体 P 
ECOD AE, RARU PA, 是 处 处 稠密 . 即 任 取 g E P, 对 任 给 & 
> 0,8 AE PA Ë g- hl <e. 
ef. 


下 面 构造 ,由 g E P, 它 在 [0,1] 上 是 逐 段 线性 的 , 故 有 
0 = 2mm L r = dl, 
go) 在 [zi-; sz] 上 线性 ,斜率 为 a, 4a = max |¢;|. 
今 对 每 一 个 [z,_1,z:] 进行 2m 等 分 , em > COn + a/e) AD 
点 为 tt, (A = 0,0, 2m) of 二 tiat = wi. 再 构造 折线 函数 


ez) ,对 所 有 i 及 j 一 0,…,m, 使 e(zx27) = Oel = RA) 


= g(x) 十 se(z), 它 的 图 象 中 每 条 线段 斜率 绝对 值 总 大 于 22, a 
& A. lA E P\A,. 并 且 


lg — Al] < male <> <E 证 毕 . 


#122 第 一 个 构造 无 处 可 微 的 连续 基数 ,一 般 认 为 是 大 
约 在 1875 年 由 Weierstrass 所 给 出 , 当然 也 出 现 过 某 些 争议 ,认为 
Bolzano 在 更 早 些 时 间 考 虑 了 这 样 问 题 . 后 来 仍 有 人 继续 构造 这 类 
函数 ,1931 年 由 Banach 和 Mazurkiewicz 用 纲 定 理 证 明了 这 种 函 
数 充 分 多 的 存在 性 , 

不 过 这 里 所 说 的 无 处 可 微 是 指 没 有 一 点 具有 有 限 ( 双 侧 ) 导 
数 ,如 果 我 们 稍为 放松 一 点 可 导 的 要 求 , 璧 如 允许 ( 双 侧 ) 导数 可 以 
EB BOREHAM AA BE PRA HS RE 
什么 情况 ? 事实 上 ,我 们 可 以 证 明 上 述 的 任 一 种 意义 下 放松 ,都 可 
以 得 到 同样 结论 , 即 在 每 一 点 没有 ( 双 俩 ?有限 或 无 限 导数 是 连续 
函数 的 典型 性 质 ,同样 在 每 一 点 没有 单 仙 有限 导数 也 是 连续 丽 数 
的 典型 性 质 . 但 是 不 允许 上 述 两 种 意义 下 都 放松 ( 即 把 单 侧 无 穷 导 
数 存在 也 视 为 可 导 ). 虽然 ,1925 年 Besicovitch™ 构造 了 这 种 处 处 
连续 无 处 可 导 的 函数 , 即 在 每 一 点 没有 单 侧 有 限 或 双 侧 无 限 导数 
的 连续 函数 , 亦 即 这 种 连续 函数 f/, 在 每 一 点 上 ,D_f<D f 且 
D,f<D* f. 以 后 Morse 和 Jerrery 分 别 用 算术 方法 和 几何 方法 也 
构造 出 了 这 类 函数 . 但 是 这 类 函数 究竟 有 多 少 ? 它 是 否 为 典型 连续 
函数 呢 ? Saks 否定 了 这 个 想法 ,在 文 [114] 中 指出 了 下 列 定理 . 
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一 类 典型 连续 函数 在 一 个 连续 统 集 上 有 单 侧 无 穷 导数 ， 

可 见 每 一 点 都 没有 单 侧 有 限 或 双 侧 无 限 导数 的 连续 函数 只 是 
BART. 

导数 定义 有 了 多 方面 的 推广 ,这 样 ,连续 函数 无 处 有 这 些 广义 
导数 的 研究 也 很 多 了 ,请 参 君 [52] 一 [54]. 


§1.3 典型 连续 函数 的 非 单调 型 性 


定义 1.3.1 RG) 定义 于 [0,1j,; 称 了 在 z 点 是 不 诚 的 ,是 
HE O> 0, 当 st € (zr 一 6,z) N 10,1) O <f@), my 
t E (rz A [0,1] 8,f (2) < fe). 

G— f(x) x RRR, WR Fe) 在 z 点 不 增 . 当 上 述 不 等 式 
用 严格 不 等 式 时 , 即 称 严 格 不 减 (或 上 升 ) ,相应 的 是 严格 不 增 ( 或 
PRE) ,所 有 上 述 情 况 统称 为 fCr) 点 x 上 单调 . 

在 数学 分 析 教 程 中 曾 定义 过 tx) 在 [0,1] LAMB. 当 
Tist € [0,1 ,zx <a 时 ,有 F(z) < Tix). 

类 似 地 有 不 增 以 及 上 上升 .下 降 等 定义 . 

土 述 局 部 与 整体 的 单调 性 概念 有 下 列 关 系 ,f(x) 在 t0,1] 上 
不 减 ( 不 增 ) 的 充 要 条 件 为 f(z) 在 [0,1] 上 每 一 点 都 不 减 (不 增 ). 

定义 1.3.2 CG) f(z) 在 点 zx € [0,1] 是 单调 型 的 ,是 指 存在 
SR rh fz) = fir) + re Ær 点 单 请 的 . 

Gi) f(x) 在 [0,1] 上 每 一 点 都 不 是 单调 型 的 , 则 称 / (zx) 在 
[0,1] 上 是 非 单调 型 的 . 

Gi) f(x) Æla, p] 上 是 单调 型 的 是 指 存在 实数 7, 使 f(z) 一 
F(x) + rx le, f] 上 是 单调 的 . 

(iv) & f(x) 在 任何 Fe,81 C [0,1] 都 不 是 单调 型 的 , 则 称 
f(x) 在 [0,1] 上 是 无 处 单调 型 的 . 

注意 了 在 [0,1] 上 非 单 调 型 是 针对 to,1] 中 每 一 点 非 单调 型 
而 言 ,而 了 在 [0,1] 上 无 处 单调 型 是 针对 [0,1] 中 任 一 子 区 各 的 非 
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PWATANN. 
函数 | = 一 于 | 在 [o,1] 上 不 单调 ,在 = 一 于 点 也 不 单调 ,但 它 


在 z 二 1 REWA EELLANE TENA), E0,1] 上 
也 是 单调 型 的 ( 既 上 升 型 , 又 下 降 型 ), 因为 |z 一 于 | + 2 或 
一 二 | 一 2z 在 [0,1] 上 是 单调 上 升 或 下 降 的 . 


mt | 一 二 | 在 < 一 十 上 不 是 单调 型 的 ,事实 上 ,位 何 


实数 ,sj |z 一 1| 十 rz 总 在 xz 二 1 取 严 格 极 小 值 , 故 不 单调 
引 理 1.3.3 We) 定义 于 [0,1],zo € [0,1]. 为 正 实数 . 
G) Æ D- flt), D4 JC) 都 为 正 , 则 了 (zx) E r AHER. 
Gi} $ DT FC), Dt f(x.) 都 为 负 , 则 Cz) 为 xo 点 为 下 降 . 
GD  D_ f(x) Ds fro) MAF — 1 WS) Bax 点 为 单 
WAC LAD). 
Civ) D7 fla), Dt Flay) BHF r Wf) 为 ro 点 为 单调 
型 (下 降 型 ). 
证 明 ”只 要 证 明 (iv) ,其 他 同 理 可 得 , 由 于 
+ — Seas) <r, 


Dt f(x.) = lim sup 
0, 


D- f(z) = lim sup Lire th) Fis) <r, 


RHE D> 0, 任 0 过 之 5 时 ， 
f(xo +h) — rero HR) 一 fro) Hre <0, 
ftp — h) — rixs — A) — f Cta) F rz > 0, 
ap 
S- kro + A= firo HA) — rees h) < f_, (a0) 
= f(x) 一 rzo < f(a, — h) — rlro — h) 
«Ga 


一 大-(zo --h). 证 毕 . 

系 ”车 f 在 F0,1] 上 非 单调 型 , 则 对 每 一 个 z € [0,1] ,都 
有 
Df(x) = min{D_ f(x) ,D+ fr)} 一 一 co， 
Df(z) = max{D~ fle), DT f(z)} 一 十 œ, 
因此 f 在 每 一 点 都 是 不 可 导 的 . 

其 实 , 引 理 中 (站 ) 与 (iv) 之 逆 亦 真 ,其 一 般 形 式 可 写 为 

Ww E T E r RAPA, MDS Cx.) (或 DFCzo)) 大 (小 ) 
于 有 限 值 . 

EXE ES) 在 zo 点 为 单调 型 , 故 存 在 > 使 疡 (z) = f(x) 
十 rz 在 zo 点 单调 . FAL REDS, (xo) = Df (x) 十 > 之 
0, DICE) 之 一 >. 如 f(z) 在 zo 点 下 降 时 ,Df(zo) < 0, Bil 
Df (2) <— r. 

但 是 对 单调 型 的 局 部 与 整体 关系 已 经 与 1. 3. 1 所 提 到 的 单调 
性 局 部 与 整体 关系 不 同 了 . 

引 理 1. 3.4 f(z) 在 [0,1] 上 单调 型 , 则 f(x) 在 每 一 个 开 所 
[0,1] 点 是 单调 型 的 ,但 反之 不 真 . 

前 一 部 分 的 证 明 是 平凡 的 ,后 一 部 分 可 由 如 下 函数 说 明 . 

f@ = f sin t| 当 zE (0,1] Bt, 
0 X r=0 

在 (0,1] 上 每 一 点 t Dfl), Df Cro) 都 是 有 限 值 ,由 引 理 1.3.3 
Hii), Gv) 知 了 在 zo 点 是 单调 型 的 ( 既 上 升 ,又 下 降 ) ,而且 f 在 z 
一 0 点 是 单调 的 (不 减 ). 但 了 在 [0,1] 不 是 单调 型 的 , 因 任何 实数 
r, 都 不 可 能 使 F(z) 十 .rz 在 [0,1] 上 单调 . 

最 简单 的 非 单调 型 函数 是 Dirichlet 函数 . 但 要 构造 一 个 在 区 
间 [0,1] 上 处 处 连续 无 处 单调 型 或 非 单调 型 函数 是 相当 困难 的 ， 
甚至 在 放宽 一 点 条 件 的 情况 下 ,构造 一 个 在 [0,1] 上 处 处 连续 无 
处 单调 函数 在 历史 上 也 是 经 过 漫长 岁月 才 获 得 较 简 单方 法 的 ,我 
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们 将 在 第 二 章 进一步 讨论 . 这 里 仅 指 出 C(0,1) 中 无 处 单调 型 或 非 
单 油 型 连续 省 数 是 大 量 存在 ,构成 了 一 类 和 典型 连续 函数 ， 

由 于 单调 函数 是 几乎 处 处 可 导 的 ,这 样 在 [0,1] 上 无 处 可 导 
的 函数 了 在 任何 区 间 [x,6]C [0,1] 上 不 可 能 是 单调 的 ,也 不 可 能 
是 单调 型 的 , 故 了 是 无 处 单调 型 的 . 可 知 无 处 可 导 函 数 全 体 包 合 在 
无 外 单调 型 是 数 全 体 之 中 ,再 由 定理 1. 2.1, 典 型 连续 函数 具有 无 
处 可 导 人 性 ,这 样 就 可 以 得 到 

定理 1.3.5 无 处 单调 型 是 连续 函数 的 典型 性 质 ， 

另 一 方面 ,每 一 个 非 单 调 型 瑞 数 了 在 每 一 点 xz € [0,1] 都 有 
Df(z) =— 0, Df (x) = 十 co 因此 在 z 点 总 是 不 可 导 的 ,因此 非 
单调 型 函数 全 体 又 包含 在 无 处 可 导 呆 数 之 中 ， 

下 面 指出 非 单 调 型 连续 函数 全 体 也 是 典型 连续 函数 ,从 而 也 
强化 了 定理 1. 2. 1. 

定理 1.3.6 [0.1] 上 非 单 调 型 连续 函数 全 悼 是 C40,1) 中 主 
剩 集 , 即 非 单调 型 是 连续 函数 的 典型 性 质 . 

证 明 令 %Y(z) = gr) + rror 为 实数 , 令 

A={gE€CO,)D| FE z E [0,1] Rr. fig@ Ez 点 不 减 }， 
B=(p€ CO,1)| 存在 x € [0,1] Rr fi p@ 在 工 点 不 增 }， 


hm 一 {PE CC0,1)| 存在 > E [0,1], 合 
tE [= 一 二 ,| N [0,1] Aad) <9), 
re [zz 十 二 jn orate <a}, 
Bu ={pE CC0,1)| 存 在 x € [0,1], 使 
tefe La) ni [oda < ml), 


re [zs + DNIe Kaa), 


«il. 


这 样 4 = Ü, U AmB =U Ü Bm, £041] ESE Ade ERA 
数 全 体 = CODN U B), 只 要 用 定理 1.2.1 相 类 似 的 方法 ,五 
证 Am 与 Bum 在 CC0,1) 中 为 闭 集 , 且 在 Cc0,1) PARE, HIF 
€A, RENE, PERET. 


$1.4 ”典型 连续 函数 的 非 角 性 (nonangular) 


定义 1.4.1 PK A RK i Dt f(x) 
Sf (2) 在 zo 点 是 非 角 的 ,是 指 PIO 
D.. fle & Dt Flay) 
H D+ ftx) 
D+ fla) & D f(x). D- fla) 
车 函数 f(x) 在 (0,1) 上 
每 一 点 都 是 非 角 的 , 则 称 f(z) 在 [0,1] 上 是 非 角 的 . 
引 理 1.4.2 [0,1] 上 连续 函数 f(r) 在 zr E€ (0,1) 的 在 
CAE) HAFA r FE BA 
[Ds Fie), Dt flag} (LD flx), D fl. 
注意 上 述 区 间 可 退化 为 一 点 . 
证 明 车 r = Dy flzo) 或 Dt fle) 显然 是 中 间 导 数 ,2 
Ds Flad <r <L Dt flr), BAO > 0, 在 (zo,zo + 0) 中 存世 
zn > xo Bex xy {Hi 
f(z, > f(a) 二 rlz', — Xo), 
FR < faa) + rln — To), 
由 介 值 定理 知 , 必 有 x, > zo, 使 
f(a.) = F(a) F rlan — £o), 
Bl f Er 有 右 中 间 导 数 为 ~ 
引 理 1.4.3 [0,1] 上 连续 函数 .ACz) 在 ze E (0.1) AIEA 
充 要 条 件 为 fo) 在 z 点 存在 相等 值 的 中 间 左 右 导 数 , 即 
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[D- flx), D flx] N CDr fro) Dt fw] + Ø. 
证 明 显然, 故 从 略 . 
定理 1.4.4 Giz) 为 [0,1] 上 既 非 单调 型 义 非 角 的 连续 孜 
数 , 则 f(x) 在 [0,1] 中 每 一 点 z 有 以 任何 广义 实数 rt 包括 + 00) 
为 其 左 或 右 中 间 导 数 . 
证 明 由 于 (zx) 在 x 点 上 为 非 单调 型 ,由 引 理 1. 3. 3 中 系 ， 
知 
Diz) = min{D_ f(x) ,Dy fx)) 一 一 ec， 
五 Fz) = max{ D f(r), Dt f(r)} = œ, 
RGR D- f(z) =— 00, MD” f(x) = 十 0, 由 引 理 1.4.3, 知 任 
何 广义 实数 为 了 在 x 点 的 左 中 间 导 数 . 如 不 然 ,; 则 D f(z) < co， 
KH Dt f(z) = 0, XD, tx) <D f(z), 即 
[D_ fix), D f(x)] U [Dy fz) Dt Fæ] = [- ©, 00], 
这 时 任何 广义 实数 > 必 为 或 左 中 间 导 数 或 右 中 间 导 数 . 
定理 1.4.5 [0,1] 上 非 角 的 连续 明 数 全 体 是 Ct0,1) PEM 
集 , 即 非 角 的 连续 函数 是 典型 连续 函数 . 
证 明 Ow 
A={f € C| EzE (0,1) 有 D_ f(x) > Dt ftz))， 
B={f € C| FE z € 0,1) AD, fr) > D f(z)}， 


“一 |f E C1 存在 z€ [+ va 


n 


ool my ， 


其 中 之 2 HARK pa 为 有 理 数 且 p <q TAA = U Am 

只 要 证 明 A 为 无 处 稠密 闭 集 , 可 得 4 为 第 一 纲 集 , 同 理 召 也 为 第 

Hifk. 

FWE A, WAH 若 fi€ hm 上 一 了 | > 0, 
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f ECOD. HAE [+ i+], 使 得 当 0 <t 一 zx 之 二 时 ， 
Si) — pS fir) — pay, THY O0< my —2< 7 MAO- gt & 
fied — orn, SAG > 2 E [4,1 — + E> 0 及 


0 之 t 一 zo <E MARK by BO 之: -a< 1, FE 
用 六 一 入 | = max| Sk) — f| <e, 
[fiz) — fla) <e, K lar — | <e. 
这 样 
SE — pt =f) — SfE) + fit) — pt 
LAD — pt HEL St) — prte 
= filan — fD + CF rp) 一 Cro)) 
+ flo) — pute 
LS (ao) — pri 3E 
= f (ry) pro — ple, — Xo) 十 3E 
<i (ay) — prt at le De: 
HF e> 0 的 任意 性 ， 知 当 0 之 :一 zo <t 时 ,有 
FQ) — pt<S fla) 一 pa 
同 理 , 当 0 之 xo 一 :之 二 时 ,有 
Ce — gt < Fae) — gate. 
BAB S E Ansys BL Anco 为 闭 集 . 再 证 An 的 无 处 稠密 性 ， 
由 于 任何 多 项 式 plz) 处 处 有 导数 ,因此 不 可 能 在 AL, 之 中 ， 
而 多 项 式 在 C00,1) PAR, KARECO, DSA 在 CC0,1) 中 是 
稠密 的 ,A 是 闭 的 , 知 在 CC0,1) 中 无 处 稠密 ,得 证 A 为 第 一 网 
E. 
同 理 知 B 也 是 第 一 纲 集 ,从 而 得 [0,1] 上 非 角 的 连续 函数 全 
体 是 典型 连续 函数 ， 
由 定理 1. 3.6 与 定理 1.4.5 立 邯 可 得 
a 14 . 


定理 1.4.6 和 典型 连续 函数 具有 非 角 性 和 非 单调 性 . 

再 由 定理 1. 4. 4 可 得 下 列 系 , 再 次 强化 定理 1. 2. 1. 

i 典型 连续 函数 在 每 “点 上 可 以 有 以 任何 广义 实数 (包括 
tœ) 为 它 的 中 间 导 数 . 

概括 以 上 所 述 ,在 连续 函数 空间 CC0,1) 中 存在 着 下 列 性 质 的 
BRK, 

(1) 无 处 单调 函数 类 ; 

(2) 无 处 单调 型 函数 类 ; 

(3) 无 处 可 导 函 数 类 ; 

(4) 非 单调 型 函数 类 ; 

(5) FAR OMEN RATNER, 


(6) 每 一 点 有 
Df(zx) = min{D- f(z), D+ f(r)} 一 一 co， 
Dfi) = max{D f(r), D flz)} 一 co 
的 函数 类 ; 
(7) 非 单调 型 和 非 角 型 函数 类 . 
并 且 有 下 列 关系 : 


()D2)DDDMHDHD(6)D (7) ,再 由 定理 1.4.6 
可 得 知 (1) 一 (7) 每 一 类 都 是 典型 连续 函数 . 


§1.5 万 有 广义 原 函 数 
(CHAT MẸFA universal anti-derivatives) 


WR 为 实数 集 , 称 F(z) 是 f(z) FER 上原 函 数 是 指 Fa) 可 
FEF (z) = f(x) we R. Bl#g—z € R, {EF A, > 0,h, AO AY, 
有 

lim 


aoo 


Fl th) — Fi = f(z). GD 
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在 上 述 定义 中 ,要 求 对 任何 一 0, 有 了 关 0, 使 (1.1) 成 立 , 如 
业 将 原 函 数 意 义 推广 ,对 于 已 给 出 的 f(z) 及 下 (zx), 在 每 一 点 <， 
只 要 求 有 某 一 列 如 一 0,h 关 0, 使 (1.1) 成 立 ,这 时 暂且 称 F(z) 为 
ft.) 的 广义 原 消 数 . 这 个 问题 实质 是 检验 (x) 在 每 一 点 = 是 否 
有 中 间 导 数 为 f(z), 它 已 经 在 上 节 解 决 了 ,因为 上 节 第 (5) 类 函数 
是 典型 连续 函数 ,其 中 每 一 个 函数 Fir) 都 是 函数 f(z) 的 广义 原 
PA. 由 于 f(z) 的 任意 性 ,下 TARERE REA URR BE 
具有 万 有 性 . 

再 者 ， 如 果 换 一 种 提 法 , 老 只 要 求 对 特定 的 、 为 所 有 x 共同 的 
he 0 RA, #0, HA — Ae EA. 1) 成立, 这 就 是 下 面 本 节 所 研究 
的 问题 . . 

定义 1 5.1 FHRA A, > 0 Rh, A 0, (KC. 1) 对 每 z ER 
成 立 , 则 称 下 (zx) 是 f(z) TER EA MPR RO. 

EERE h 是 事先 给 定 的 ,并 且 与 zx 无 关 的 . 

定理 1. 5. 2Sierpinski")}) 车 是 R 上 任意 有 限 值 函数 ,对 
事先 给 定 的 ,有一 0 且 启 关 0, 则 存在 函数 F(z) Er CRB 
有 (1. D 式 成 立 . 换言之 ,任何 函数 总 存在 广义 逆 导 数 ( 广 义 原 函 
数 ). 

证 明 ”将 全 体 实数 RR 进行 分 类 ,着 z,y ER, 称 z 与 y 属 于 同 
一 类 ,是 指 ;存在 x, 使 z 一 yah 十 … +ah KP a, HER, 
可 以 证 明 这 种 分 类 是 符合 分 类 公理 的 ,并 对 每 一 个 a E R, 所 有 与 
a 属于 同一 类 的 实数 全 体 必 为 可 列 集 , 记 为 EW, Ye, PER, 
WE E = BRET EP = gO, 

SWE GA ah aie chee}. SB = (xt) U Gof FASE, 
Ri E CE AE = UE. 

现在 来 定义 F, 令 F(x?) 一 0, 且 当 x € Na 时 ,规定 

F(z) = Fli) + (2 — DS iri. 
GRRE EE U e U Ez 已 定义 , 现 将 它 扩 展 到 ELS 
* 16. 


Ra = EN UE. 

# xt € Ri, MEF) = 0,4 rh & Ri, Ml zt, € UE Bat 

Fit) 早已 定义 了 ,而 当 z= E RNa) 时 ,规定 
F(x) = FG) + (a hS ra)» 

这 样 就 在 E 上 定义 了 F(z), 从 而 也 在 E 上 定义 了 F(x). 

再 分 别 对 所 有 4, 将 下 定义 于 E 上 , 这样 即 得 R 上 的 函数 
F(z) , 现 证 它 满足 所 要 求 的 性 质 , | 

BER, MA RARE m, AE r= zx%, 并 且 当 充分 大 时 ， 
RE ci +h ER. Am 一 1 是 显然 的 , 当 m > 1 时 , 设 1 是 包 
4 ot WA 2fG 二 1,…,m 一 1) A EEROR EH, A k, — 0, fF 
EARRAN, Mn SNK ith, & I Gm), Mii on +A, 
E IRH n > NB +h € Ri, AT > NB, 

Fog +h) EGR _ fat), 
而 x = ra 是 R 中 任意 的 . 所 以 对 所 有 xz E R RY 
lim Fe + he) = Fe = ft 
z). 


not 


即 上 还 规定 的 F(z) 是 fC 在 RR 上 的 广义 逆 导 数 (广义 原画 数 ). 
不 过 这 个 函数 一 般 讲 是 很 复杂 的 ,人 们 和 硕 望 在 广义 道 导 数 中 选择 
有 较 好 人 性质 的 函数 诸如 连续 函数 , 那 怕 对 这 种 导数 再 放松 一 点 条 
件 ,如 只 要 求 对 天 的 某 一 子 列 ,使 得 对 a.e. z* 有 

F(z + ha) — FG) 


1 ~ ~” kk ” -一 
lim ha, =f). 


3/8 1.5.3 车 FF 与 了 是 在 [4,6] 上 连续 函数 ,F, Elab] 
Eac OSH, 则 对 于 任何 s > 0, 总 存在 连续 函数 G, 使 C' = 
F, ae 成 立 , 并 且 |F — GI <e. 

证 了 明 OF, 一 F, Elat] LES WER > 0, RA S> o, fE 
$ Fiir) — F(x) 在 任何 长 度 小 于 6 的 子 区 间 上 的 振幅 小 于 s, 作 
Ate a = xo <n << ty = by max(a; — rim) 之 全 在 每 一 个 
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[zi a] 上 构造 类 似 的 Cantor PH Pi(x) ,使 
Pa) = Py) 一 Filzi), 
Pi(x;) = Filz) 一 F.(7;), 
得 [<, 纪 上 的 连续 函 教 P(z)， 
max |F\ (rz) — Fil) — P(r)| < e. 
BG) = Fitz) + Pz), RWG) 连续 且 
|| F; — G| = max|F (x) 一 G(x)|<e. 
G'(z) = F(z) a. e. Fla, 6]. 

Æ 1. 5. 4. (Marcinkiewiez)) 设 {h,} WAF 0 而 不 为 
零 的 数列 , 则 存在 CC0,1) 的 主 剩 集 ,其 中 每 一 应 数 F(z) 有 人 性质 
(A); o 

对 任何 a.e. 有 限 的 可 测 函 数 了 ,在 {h.} PA FI e} ,使 a.e， 
于 [0,1], 有 

lim Fx + hy.) — F(a) 
人 oo Aa, 

这 个 定理 的 意义 是 相当 深刻 而 广泛 的 . 如 果 称 函数 F(z) 为 
万 有 广义 逆 导 数 ( 广 义 原 函 数 ) ,是 指 对 某 一 函数 类 中 每 一 个 函数 
Fx) ,在 其 定义 域 中 几乎 处 处 x, 总 有 {所 } AFH (hy) BEC. 2) 
成 立 . 那么 本 定理 指出 ,对 于 a.e. 有 限 有 可 测 函 数 类 ,是 存在 车 连 
续 的 万 有 的 广义 道 导 赦 的 ,而 且 连 续 万 有 广义 道 导 数 是 很 多 的 ， 
COD 的 主 剩 集中 每 一 个 函数 都 是 连续 万 有 广义 道 导数 . 这 说 明 
典型 连续 函数 具有 万 有 广义 逆 导 数 性 . 

证 明 ”为 了 证 明 Fa) AACA), H Weierstrass 逼近 定理 
` 知 , 每 一 个 几乎 处 处 有 限 可 注 函 数 可 表 为 有 理 系数 多 项 式 列 的 极 
PR BPs) 是 所 有 有 理 系 数 多 项 式 全 体 ,只 要 证 明正 对 每 一 PP, 有 

F(x + fy.) — F(x) 
ERCA 即 可 . 即 总 存在 fr} 的 子 列 人 ts ,使 一 一 各 一 一 
TEMBER f(x). 这 样 只 圳 证 明王 具有 下 列 性 质 (4) ,日 具有 性 
质 (4) 的 连续 函数 下 全 体 是 CC0,1) 中 主 剩 集 就 行 了 . 
。18 。 


= f(x). (1.2) 


性 质 (4) :对 于 每 一 对 自然 数 rb PELE p> ,使 除了 一 
个 测度 小 于 十 的 集 以 外 , 均 有 


一 + t — F(z) _ pa) | <4, 

设 $ 为 不 满足 性 质 (4) 的 FE CC0,1) 全 体 , 则 S 一 USw, 而 
Sa 为 对 固定 的 4 与 不 满足 性 质 (4) 的 FE C00,1) 全 体 , 即 FE€ 
C(0,1) 且 对 每 一 个 p > n, 使 得 


F(z 十 he) — F(z) _ Pa| > 1 
$ n 


的 点 集 测度 至 少 为 二 

PEE Su 在 CC(0,1) 中 闭 且 无 处 稠密 ,只 要 证 明 Su 为 闭 且 
_ 它 的 补 是 稠密 的 ,这 样 5S 就 成 为 C(0,1) 中 第 一 岗子 集 了 . 

先 证 Sw 为 闭 , 设 FF. 是 Sa 中 一 致 收 钱 于 下 的 函数 叙 列 , 则 对 任 
给 e>> 0, 有 NN, 使 r 之 NN 及 x € [4,6] MA’ 

(F) — F,@)|<e. 

- SHMA p 

JES + ha) F a) _ Fla + hp) — F() 


< | F(a + Ay) — Fa thy) | 4 |z — F(x) | 
h, hs 


E E _ 2% 
STel | Tel ™ Tel 
: WF, € Su REGNA p > ”使 每 个 PO, BA 


Bs +h) = F@) poy | 
+ 


$ 
_ Fe +h, — Fla) _ F(a thp — FA) 
Ay Rp. 
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1 Že 
>= 一 - 竺 。 
n LA 


成 立 的 点 集 测度 至 少 为 二, 由 的 任意 性 , 知 FE Su 即 S XA 
集 . 

下 证 Sw HIEMEN, FOS Sw, 由 引 理 1. 5. 3 知 ,存在 连续 
WRG, 上 F 一 G| <e mG =P, ae. MIT AGE Sy, AS, 
不 包含 任何 球 , 故 C(0,1)N$. 是 处 处 稠密 的 ,这 证 明 S 是 C(0,1) 
中 第 一 纲 子 集 ,CC0,1)\S 是 主 剩 集 ,定理 完全 证 明了 . 

顺便 指出 ,我 们 这 里 作为 一 个 特例 再 次 得 到 Jiya 定理 , 即 任 
何 a.。 有 限 可 测 函 数 是 连续 函数 的 ae 极限. 


$1.6 典型 连续 函数 的 水 平 集 


1939 年 Gillis 在 文 [80] 中 构造 了 区 间 [0,1] 上 一 个 非常 值 的 
ERBA (zx) ,能 使 对 每 一 实数 2,minf (x) <a < maxf(z) :其 
KERE = {zx|f(z) = a) 构成 完备 集 . 由 于 这 种 函数 是 通常 数学 
分 析 教学 中 难以 想象 的 , 因此 人 们 把 这 种 函数 也 认为 是 “病态 ” 函 
数 , 其 实 ,现在 我 们 可 以 证 明 水 平 集 都 是 完备 集 的 函数 有 相当 多 . 
即 这 种 “病态 ” 性 仍 具 有 上 典型 性 . 

定义 1.6.1 设 了 定义 于 [0,1], 若 mo € [0,1] BKER EA 
{a | F(z) 二 了 (zo)} 隧 点 , 则 称 f 在 xz。 点 为 循环 的 .车 f 在 [9,1] 上 
每 一 点 都 是 循环 的 , 则 称 f(x) 为 在 [0,1] 上 循环 函数 (recurrent 
function)[65]. 刘 文 在 [36] 一 [38] 研 究 与 构造 了 这 种 函数 ， 

Dirichlet 3X D(x) 在 [0,1] 上 是 循环 函数 ， 

当 -l<e<l By, 函数 l 


nl 
rofe zo, 


a, r=0. 


Ex = 0 点 为 循环 的 . 而 函数 
«20° 


_ 1 
g(x) = 全 x’ T Æ 0, 
0 z=. 
在 z 一 0 点 既 为 连续 又 为 循环 . 
引 理 1.6.2 BS 在 xo€ [0,1] 取 严格 极 值 , 则 ze 是 水 平 集 
{rl f(z) = f(zxo)) 的 孤立 点 . 再 者 当 了 在 [0,1] 上 连续 ,在 xo E 
fo,1] 是 非 单 调 型 的 ,其 道 亦 真 ， 
证 明 ”前 一 部 分 是 显然 的 . 
后 一 部 分 , 当 zo 是 水 平 集 的 孤立 点 时 , 册 它 的 充分 小 邻 域 中 ， 
有 f(x) 天 jzo), 又 由 连续 函数 有 介 值 性 的 结论 知 , 不 妨 设 在 ro: 
AMF, A Six) > f(r). a Dt f(r) => Ds f(x) 之 o HSE 
zo 点 非 单调 型 ME x 的 充分 小 左 便 中 也 应 有 f(z) > fr), A 
如 不 然 , 则 有 关系 f(x) < f(zo), 则 
D- firo 2 D- f(r) 2 0. 
这 与 zo 点 非 单调 型 应 有 Dizo) = 一 co FIR, AE r 的 充分 小 
的 左 , 右 两 侧 中 ,都 有 fxz) > f(a), BS (2) 在 zo 取 严 格 极 小 值 . 
引 理 1.6.3 设 
A= {FE CODI 在 (0,1) 中 不 多 于 一 点 取 同 一 极 值 }， 
则 4 Eco, D 中 稠密 的 G4 型 集 . 
HEAR BJAO D 中 以 任何 有 理 数 为 端点 的 两 个 不 相交 
的 闭 区 间 , 令 
Ay 二 {f € CC(0,1)1|f 在 I 中 最 大 值 或 最 小 值 
BEJ 中 最 大 值 或 最 小 值 都 不 相等 } ， 
A=) 4v, 现 证 4 为 (0,1) PEAR. 即 每 一 区 间 对 ( ,7 ,4v 
RECO D 中 开 集 并 且 黎 密 的 . 对 不 相交 的 闭 区 间 了 ,与 J. 令 
E, = {f € C(0,1)| maxf@) # maxf (x)}. 
BLE E, a= maxf (x), 8 = max f (x) ,a4 P, he = la— Al, 


FE CODY lg- fi <= At Mg E EBI E WFR. 


Zl 


” 另 一 方面 ,任何 fE C(0,1), 及 se>> 0, BAe € Et I f— 
gl <e, 得 五 在 C(00,1) 中 稠密 . 
同 理 可 证 
E, = {f € C(O,1)| maxf(x) # minf(z)}, 


E, = {f € C(0,1)| min f(z) x maxf (x)) ， 
E, = {f € C0,1)| minf (x) A# minf(z)} 


都 在 CC0,1) 中 为 稠密 开 集 ,而 Au == 自 E 是 在 CC0,1) PARF 
集 , 因 此 4 =N Ay 为 C(0,1) 中 稠密 的 G AE, MENR. 

由 于 每 一 上 E 4,f 在 (0,1) 中 不 多 于 一 点 取 同 一 极 值 ,从 而 
只 可 能 取 严 格 极 值 ,因此 得 ， 

R ” 仪 有 严格 极 值 的 连续 函数 全 体 为 CC(0,1) HERR. 

定理 1.6.4 BRN ACOD 中 子 集 , 对 每 一 个 f EN, 在 区 
间 [minf (zx) ,max7(z)] 中 存在 可 列 的 稠密 子 集 5r, EER E. 
= {z| f(r) = a} 有 下 列 性 质 ， 

G) 4a& S; U {minf(r) pmaxf (2) } 时 ,五 ,是 无 处 稠密 的 完 
AE. 

(i) a = minf (x) R e = maxf (x) Wf, E, BAAR. 

GD Ha E St, E. = P, U {ze}, PP. HABA E 
S20, 是 E 的 孤立 点 集 . 

则 NN 是 Cc0,1) PERS. 

证 明 设 4 如 引 理 1.6.3 中 所 定义 ,B 为 (0,1) 中 非 单调 型 函 
数 全 体 , 按 引 理 1. 6. 3 及 定理 1.3.6 知 4 与 B 都 是 CC(0,1) HEM 
E, Mit A BECO.) 中 主 剩 集 . 现在 只 要 证 明 A4 门 BCN. 

HSE 4 站 B, 记 m,M 分 别 为 在 [0,1] 上 最 小 和 最 大 值 ,由 
于 了 是 非 单调 型 的 ,由 引 理 1. 6.2, 车 点 xz 是 下 的 水 平 集 的 孤立 点 ， 
则 必 为 严格 极 值 点 . 

另 一 方面 ,上 是 连续 且 非 单调 型 的 ,这 样 在 任何 [0,1] PTR 
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BABES AAS E 4, 只 可 能 有 严格 的 极 值 点 , 若 设 万 为 了 
-0,1] 上 的 严格 极 值 点 集 , 又 因 严 格 极 值 点 集 至 多 为 可 列 集 , 知 
为 [0,1] 中 可 列 稠密 集 ,了 CD) 就 是 [m,M] 中 可 列 稠密 的 , 且 包 
mM, 
S; = 5 = f(D)\im,M}. 

a & SU {m M) Et, i E, RAMYA, h S E C(0,1) MEL 
BBE 为 完备 集 , 当 a = mM H E PAAR AE. 不 会 多 
~ 点 的 极 值 点 . 4a E SLE. 包含 了 一 个 极限 值 点 tar, H E, 
MYA 但 闪 < sa< 对 ,到 还 有 其 他 的 点 ,这 些 点 中 再 无 孤立 点 ， 
E\ xe} 是 非 空 完备 集 . 

HE fe 4 的 ,因此 大 的 任何 水 平 集 是 且 只 可 能 是 无 处 稠密 
HE, 这 样 就 证 明了 上 述 得 到 的 完备 集 是 无 处 稠密 的 , 即 得 
ZN, 
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第 二 章 ”无 处 单调 函数 的 初等 构造 法 


圭一 章 提 到 了 连续 函数 具有 这 种 或 那 种 在 过 去 难以 想象 的 典 
型 性 质 . 虽然 这 些 性 质 决 非 个 别 连续 函数 所 具有 ,而 是 在 纲 的 意义 
下 相当 多 的 一 类 函数 所 共有 ,不 过 具体 要 构造 具备 这 些 性 质 的 函 
数 还 是 有 一 定 困难 的 . 正 象 虽然 知道 超越 数 大 量 存在 , 它 比 代 数 数 
多 得 多 ,但 是 随意 列举 一 些 具体 实数 ,并 且 要 证 明 是 超越 数 仍 旧 是 
相当 不 容易 的 . 这 里 介绍 一 些 近 年 来 出 现 的 一 些 比较 初等 方法 与 
例子 ,以 后 各 章 我 们 将 会 继续 深入 讨论 这 些 问 题 . 


§ 2. 1 无 处 单调 的 连续 函数 


最 简单 的 无 处 单调 函数 莫 过 于 Dirichlet 函数 D(z) 和 Rie- 
mann Pa RC) 


Rex) -f7 z= Lep > 09g #0 A p RARER, 


0， 其 他 . 

D(z) 在 (一 00,00) 上 处 处 不 连续 ,R(z) 在 = 一 T 时 不 连续 . 

FE(— 00,00) 上 要 构造 一 个 处 处 连续 无 处 单调 函数 就 稍为 复 
RET. 

2.1.1 构造 在 (一 co,co) 中 可 列 稠密 集 4 上 取 严 格 极 大 
值 的 连续 郴 数 (自然 是 一 个 无 处 单调 的 连续 函数 ). 

记 U(a) 人 ) AFR — a 十 及 ,Da 六 为 去 心 开 区 间 
(a — a + {a} = (a — ĝa) U Caa + 4). 

RA = {ay sett san} 在 (一 co, 00} HRE, H A > 0, tE 
dl ô sai + ôI & Aste 
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ls HÄ r=a, 
Oz) -| 0， W x & Ula,sd,), 
线性 ， 4 x €E U* (m0). 
RA ala) 在 (一 coyeo) 是 连续 ,在 且 只 在 z = a 取 严 格 极 大 值 . 
对 oy 取 5, > 0, HU Ca: 82) AR asa — 9,4 + 0,770 
ag 一 人 & 4,eas + dy & 及 ,以 及 U (42,82) 中 所 有 xz, 有 


a(x) < pla) 十 Fae) — ga)). 


令 
pla) + Fala)—A@)), Hac a, 
A= 6 ry, 4 x & Ulan), 
线性 ， 当 z E U? (az582). 


BY Rl (x) 在 (一 00,00) 上 连续 ,在 且 只 在 z = asr = a, 取 严 格 
EKE. 
94a) 已 经 构成 ,q(x) 在 (一 00,00) 上 连续 ， 同时 在 且 只 在 
z 一 ai 一 1，……z) RRA, Tin FEO, Bx 
E U" lm, dd hal) < 9a). 
XÍ anti AK ae > 0, A 
C1) anii — natisni + Oa | A; 
(2) U Canı Ont) REA asai + ĉ;, (i 一 1，… n), 
(3) 当 zE U (anti Oat) 时 ， 
PCL) < Alant) 十 27 ( Ona 一 名 Can] ， 
其 中 到 .= min {pla |e) > Alani <n) KN, Rica, 
必 有 
Ulani One) 站 ab) = BD BU Caida) CU" Cid), 
4 
Plaati) + ION, — Rlar) ) y H T = Qt， 
Arlt) = ACT), Bax & U (laatia) 
线性 ， MG e EU' Canisa) 
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Pi (x) 在 (一 co,oc) 上 连续 ,在 县 只 在 z=at 一 1,… 和 2 十 1) 取 
严格 极 大 值 ,并 且 
[C7) — Cr) | S27 zE (— 0,00), 

从 而 可 知 g(a) 在 (一 00,00) F—-Rei f(a) = limg, (x) 在 
(— covco) 上 连续 ,并 且 根据 上 述 (1) ,C2) ,3) ERA, BRAC) 
是 关于 n 上 升 列 , 对 任何 aE A, ÆU" (a; ,4,) 中 gfx) 及 f(x) 一 
lim, (x) 都 小 于 ala) = fla), BRE r = a 点 取 严 格 极 大 值 . 

男 一 方面 , 除 4 以 外 别 无 他 点 再 取 严 格 极 大 值 . 因 任 取 x, & 
A, 为 f 的 严格 极 太 点 ， BUFF TE ĉo > 0, 使 在 > E U # (taso) 中 ， 
f(z) > f(zo). 考虑 有 下 列 情形 ， 

1) 若 至 多 有 有 限 个 ,zo € Ulad), SM = max {m4) ,这 时 ， 


了 (zo) = qu(zo) 不 可 能 是 Oa) RATA, (Bl eo) BAAR 


Air åz "e saM) Efir) = ulr) F Exa) = Qu (2) BAT] BRE S (2) 
的 极 大 值 ,因此 ,这 种 情形 不 可 能 

2) 车 有 无 限 个 ,使 zx。 E U Can ,6 ), 则 得 f(zo) < f(a), H 
8, > 0, 知 当 i 3 充分 大 时 必 有 {an} C UC40,60), 又 得 So) > 
Sa.) >A 

例 2.1.2 在 (一 00,00) PRB AIR A 上 取 严 格 极 大 值 而 
无 严格 极 小 点 的 连续 函数 ， 

上 述 例子 虽 在 A 上 取 严 格 极 大 值 ， 但 并 没有 排除 在 某 些 点 上 


ay 


取 极 小 值 可 能 . 因此 我 们 只 楼 对 某 些 可 能 取 严 格 极 小 值 的 点 上 作 


些 技 术 处 理 , 以 达到 没有 严格 极 小 值 点 的 出 现 . 为 此 ,下 面 进一步 
来 分 析 例 2. 1. 1. 

首先 中 (z) BE 点 取 严 格 极 大 值 , 而 不 再 有 其 他 的 严格 极 
大 或 极 小 值 了 ,但 ar) 则 不 然 , 除 了 am 与 mm 点 取 极 大 点 以 外 ,还 
可 能 在 zx = a, — ô: Mx = a, + 6, BURIME, BPM (Car 一 人 a, + 
62) CCasa 十 全 ), 则 Cz) 在 z =a 一 高 点 取 闫 格 极 小 值 ,为 此 ， 
Ma, E (aa + 0) 时 ,改换 R(T) 为 (xz): 
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ala) 十 Fa) —gla)), 42=a, 


Alr), rő (az — zsa: + 92), 


plz) = 6 
ae Ga, — 42), zE (az — Sra — a 


线性 ， zE (a, — È a) U Caza: + 82). 


Ma € (ay — Boa) Pa) 在 区 间 | a + Èra + dy) PRA 
Ala, + 6.) MER Mtb Q(z) 一 致 , 以 上 是 az E (a —6,,a,+ 
8) 的 情形 ， 

而 当 a & Ca, — ea + 6.) RO, 时 ,使 (oz 一 总 ,az + 02) 
Rea +6 BHA a 代替 pCz) 再 不 可 能 有 严格 极 小 点 了 . 

据 此 原则 ,同样 可 构造 9(z), 则 yj(z) = lime, Cr) 即 为 在 4 上 
取 极 大 值 而 没有 任何 其 他 点 取 极 值 (无 论 极 大 或 极 小 值 ). 

例 2.1.3 在 稠密 的 可 列 集 4 上 取 严 格 极 大 值 ,而 在 另 一 个 
PRY ARB 上 取 严 格 极 小 的 连续 函数 . 

设 A= {@y Gy sam)" } :B= faza üa} å U B= 
tayesyaa saat} RAPA 2.1.1 HF aa), FR PTE po. 

Ma, & (a, 一 ia + 5) A, Bd, > 0,ffa,to, & A HA 
(a, — ôm + 8)) N Cae — Ora + 82) = BD. 令 
1 


Ty? T = aes 

alr), z& (a, — rsd F ĝa), 

线性 ， ax © (a, — 62,42) U Cassa, + 8z). 

-N a, € (a, — ĝia + 8) TG, > 0 f(a, — êsa + 8) C (a 


` — ĝa) U (aisa + 会 ] ,a + 6, & A, Hz € Cay = By Gy + 62) 
HABA Ge) > Aan) 一 方 ; 那 末 当 as € Ca, 一 人 sa) 时 , 令 
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pir) = 


fla) 一 >? £ = åz, 


atx), z& Caz 一 六,@ + 32), 
(r) = 
Pir Ca, — 62), LE (a, — 8,0, — È), 


线性 ， z€ (a, 一 È a2) U Casa + 32). 
ZED Hh, FF a E Clasa + Â) 时 , 令 


Ala) — > T = ayy 


alr), z& (a, — raz + 62), 
(z) = 
rir A (a, +8), x E 《as + 多 ,a + 4); 
线性 ， zE (a, — 8254) U Caza + 2), 


无 论 那 种 情形 ,这 里 所 构造 的 p(x) 是 连续 的 且 在 z = a 取 严 格 
极 大 ,在 z = a, 取 严 格 极 小 . 
用 归纳 法 证 明 , 假 设 已 经 构造 了 pr), EHIE r = ruli 
一 1 SD 取 严 格 极 大 ,而 在 且 仅 在 z = rli < n 取 严 格 极 小 . 
现在 构造 兄 11(2) ,不 妨 设 n 十 1 为 奇数 , 必 有 + > 0, 使 满足 
例 2.1.1 中 有 关 性 质 ,以 及 当 z E (ai 一 六 Han+l + Oe) 时 ， 


PCL) < Palant) 十 高 (ms — Palant) 


其 中 m, 一 min{g C0) pla) > Alanti) vi Sn). 
E dalana) <0, au@ = 


Plant) + 去 Go 一 Palaatid) > x T = la+? 
ALT), xÈ lanp — Opti tane + Seti) 


aap. 一 nr) ° zE lami 一 Spi Ont1 一 Lan), 


线性 ， zE la Las Ont) U 《elyem+l + Oeti). 
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Bilan) > 0 R Pla) = OCP an 不 属于 任何 
(a, — ĝisa; + 8), <n), AE (x). 

间 样 当 十 1 为 偶数 时 也 可 作出 相应 p Cr). 

这 样 取 f(z) = limg(z), 即 为 我 们 可 求 的 连续 函数 . 


8 2.2 ”无 处 单调 的 可 微 函 数 


上 节 构 造 的 无 处 单调 的 连续 函数 并 不 是 可 微 的 ,要 构造 无 处 
单调 的 可 微 函 数 还 需要 进行 技术 处 理 和 其 他 的 工具 ,如 使 用 变量 
代 换 方法 ,近似 连续 Zahorski 法 , 单 侧 上 下 导数 Morse 法 等 ,这 个 
”问题 激 起 了 历史 与 现代 某 些 数学 家 的 兴趣 ,如 Penjoy55. 这 里 介 
绍 1974 年 Katznelson 和 Karl Stromberg 的 初等 方法 b271. 

引 理 2.2.1 Gr 和 :是 实数 , 则 

(GD 当 r >>s 之 0 时, 记 二 与 之 并. 


D Mr>1As>1a 575 <2. 

证 明 (1) 是 显然 的 ,而 (2) 式 等 价 于 
(r—sP+r—D6s—-1)+Prt+trt+3s>5. 

由 于 (2) 中 x,s 是 可 以 调换 的 , 故 有 


5 
引 理 2.2.2 eee) 04 lab” 7,2 € R, 则 
xs | rmdzs < Ain (96a) ,PLD 
证 明 Ho <a <com, 
gig [modem 2 (vi Fe -— Vit) 


V1l+46—Vl+ae 
1+6—1l-a 


<2 


« 79 6 


< 2min{¢{a) ,Pb)}. 
当 a 过 5 之 0 时 ,也 有 同样 结论 . 
mse <0 < b, AFA |@ 2. 2.1, 


[marae =; = AL [aoas 4 fada] 


(VIF +V1—a-—2)} 
1+é+1-—a-2 
<amin{ (g(a) ,@(b)}. 
引 理 2.2.3 设 cr 为 正 实数 ,a 为 实数 ,= 为 自然 数 , 设 


ax) = A+ leht, 


元 


Pa) 一 DAKA — a), 
=1 


则 | 
gay. [rodz < minia. 
证 明 “我们 只 要 注意 
二 Lf pACx — adz 
1 ME— a) 

“Ww i MOH 

<Amin (g(A(a — a)) pAb — @))}, 
Ama 


zË fo — adz 
ade min{g(A(a — a) gach — a 
fm 
<Amin { Sep Ala — a), Demat — a) 
im] im] 
=4min (f(a) fC) }. 


引 理 2.2.4 É glx) HLEA, X xz ER 及 nn, 今 
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¥,(z) = foar, 


若 对 某 一 个 <E RR， AO = s< o, Ji] F(x) = >. (x) ÆR 
ECARD TH RRIF) Ea ROTEL PY Ga) = s, 再 者 ， 
车 所 有 上 € R, Dent) = f(t) < oo, MF BER 上 可 微 , 且 


Fa=f@ :ER. 
证 阴 设 aE [一 6,6],42€ [一 b,b] 时 ,由 上 述 引 理 知 


RACES | [oa 4 | 他 wae] 
< tlala) + 4]x — alda) < 1269, (2). 
ASiga BL ASP EL b,b] LRS, LIHER e 
SONA 


> gla) < 


HH l) 在 a 点 连续 , "UH 8> 0, oc lAl<céRisn<Nn 
时 ， 


|4 [acre — 9.00 |< 


这 样 
| Ret by — Fe) | 
h — s 


=D S uode 一 | 


a=1 a 


> (af. uod 一 ga) | | 


+ > (EP year+ aca} 


am +1 


. 31. 


<5 + 5 之; hla) ZE 
52.2.5 设 I,…, 上 .是 互 不 相交 的 开 区 间 ,a 为 I 的 中 
Bie 和 yoy, 为 正 数 , 则 存在 引 理 2. 2. 3 rae PX p(x) ,使 得 
i} fla) > yis 
Gi) d(x < yt er Ed, 
Gi) plr) <e, 4z2z&huUe UL. 


TA Was ytt, ega) = CCz 一 a), KA RE 


充分 大 ,使 当 zT & LA pir) < A 


因 每 一 个 $8 在 % 点 取 最 大 值 , 故 Cx) = pla) + + al) 
MEG, (ii) Gi) WER. 

定理 2.2.6 Fla) 与 {8.) 为 R 中 两 个 不 相交 可 列 集 , 则 存在 
处 处 可 微 函 数 下 ,使 对 所 有 i, 都 有 Ca) = 1,F' (8) 过 1, 且 所 有 
2z0< 忆 下 (z) El, 


证 明 ”如 果 我 们 构造 部 分 入 = >w 满足 下 列 关系 ,其 中 
ds 为 引 理 2.2. 3 所 指 函 数 . 


A,: fe >1— 2 d<i<ina), 
Bys æ<- GER), 
Cut 入 (BD < = a <i<n), 
n2 
则 令 


IO = Sie), 
n=] 


ORDI ODAO 
a=} n=] 0 


由 引 理 2. 2.4 就 有 
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F(a) = limf.@) =1, 0< F(z) = timf(x) <1. 
fin> i, {fi . | 
FB) =f (B + DGB 
k=n 


<1-4+ 5 <1- iti <L 
即 F 满足 定理 的 全 部 结论 ， 下 面 就 用 归纳 法 可 以 构造 出 天 与 加 满 
BRE A,,B,, RC... 
对 a, 可 以 选 一 个 以 和 为 中 心 的 开 区 间 I, EA Tle 
22.5 RÆK £= y = T TURENA = 内 ,使 得 A,, B,C 成 立 . 


假设 n> 1, 7 与 名 -1 都 已 构成 并 满足 性 质 4。，: ,BC，i， 
今 选 择 以 a; 为 中 点 芍 开 区 间 LG = 1,2,n), 使 其 两 两 互 不 相交 ， 
每 个 也 不 包含 Bis + Hx € I; 时 ， 
fot < faila) + 6, 


—_—_ 1 _ 
其 中 = nln + 1) DF > 0, 令 


ze n=l- fala) AKK, 
按 引 理 2. 2. 5 构造 出 办 ,显然 具有 性 质 C., 再 则 1 委 ; 魏 ”时 ， 
Fb) = fale) + $a) > 大 -ia) 十 为 一 1 一 二 ， 


即 得 4.. 最 后 检验 B., 当 x E nrt, 
f(z) 一 fail) + Pal) < faila) + 6 十 Yi + E 


E = 


D _ l, 1 _;_ l 
=1 n naat 2 atli 
4x & UL 时 , 

_1 1 
| file) = falt) +r) <1 a fect] atl’ 
| 得 B, 成 立 , 这 样 得 到 了 请 = Dl MAT PH A,B,C, 
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从 而 证 明了 定理 ， 

定理 2.2.7 存在 R 上 处 处 可 导 无 处 单调 殉 数 Ar), A 
H(z) 在 R LAR. i 

证 明 Bia) A 为 两 个 在 R 中 稠密 的 不 相交 的 可 列 集 ， 
由 定理 2. 2.6 知 ,存在 R 上 处 处 可 微 函 数 F) ,使 得 对 所 有 i， 

F@)=1F()<1,02€R,0< P(r) <1. 
同样 ,存在 R 上 处 处 可 微 函 数 C(z) ,使 得 对 所 有 i， 

G8) =1G(0) 1BzrE R,O<GG@) <1. 
RHE (x) = F(a) 一 Ge) 在 R 上 是 处 处 可 微 的 , 且 对 所 有 
H'(@) = F' (a) — G (a) > 0,H'(B) = F'(B) — GR) <9, 
且 当 z ER 时 ,一 1 之 H'(z) <1. AF la} 与 {81} 在 R PRS, 
RË HA) 不 可 能 在 任何 区 间 内 为 单调 ， 

定理 2. 2.7 所 给 出 的 存在 性 证 明 是 建立 在 它 前 面 的 一 系列 引 
理 与 定理 ,特别 是 定理 2. 2. 7 和 引 理 2. 2. 6, 这 是 用 归纳 方法 可 以 
具体 构造 的 ,因此 可 以 认为 是 构造 性 的 证 明 . 这 个 证 明 同时 给 出 了 
Hiz) 许多 其 他 有 趣 的 结论 . 

(1) H) 在 任何 区 间 有 极 值 点 , 即 瑟 (z) ER 中 极 值 点 集 是 
稠密 的 ,事实 上 ,任何 (a;8) ;不妨 设 H' (a) >>0,H'(8) <0,H Ea 
点 上 升 , 故 互 在 8 点 下 降 ,[a,8] 中 有 最 大 值 点 其 必 为 极 大 值 点 ， 
从 而 证 明了 这 个 事实 ,附带 也 证 明了 We) = 0 的 点 < 集 也 在 RR 
HARK. 

(2) BFE ER LEAR M HER 上 是 绝对 连续 的 ,从 而 
HY 在 任何 闭 区 间 是 (ZL) 可 积 的 , 且 


H(z) = | H' @de + H(0). | 
(3) H' 在 任何 闭 区 间 上 不 是 RR 可 积 的 ,因为 车 不 然 ,H' 必 为 
某 一 区 间 [a,5] Ea e 连续 ,而 
1 E = {z| 五 '(z) > 0,8 H' (z) <0} 
中 不 可 能 有 互 ' 的 连续 点 , 故 五 为 零 测 集 , 即 五 ' 在 La,5] 上 a.e, 为 
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RH 是 绝对 连续 的 ,这 样 Hc) = 常数 . 这 是 不 可 能 的 . 
(4) G A= {z |H (2) > 0}, B = {x|H' (2) <0}, RI AE 
-AAKA WIN ASIN RERA 正 测度 ,因为 若 不 然 , 则 
有 了 = [a,b] lab] N 4 是 零 测 集 ,这 样 于 Bled] Lae. 非 
正 , 当 zE [ab] it, H e) = fa (dt + Ha) 在 1 上 单调 不 增 ， 
这 与 H 无 处 单调 是 矛盾 的 . 
“ZH 是 一 个 具有 处 处 稠密 的 极 大 小 值 点 的 ,处 处 稠密 ( 且 
有 正 测 庶 的 ?局 部 上 升 点 和 局 部 下 降 点 的 绝对 连续 函数 ， 


$2.3 无 处 单调 性 的 典型 性 


在 上 一 节 我 们 构造 出 无 处 单调 的 可 微 函 数 ,其 实 这 种 函数 仍 
是 很 多 的 , 它 具 有 典型 性 , 即 无 处 单调 性 是 某 些 可 微 函 数 的 典型 性 
i. 1976 年 Weil 在 文 [124] 中 给 出 如 下 结论 . 

定义 2.3.1 WA = {f| FEF, IEF a) = f). ER} 
为 导 函 数 空 间 , HOA = {f|f 在 上 R 有 界 且 f& 入 }, 并 赋 以 距离 
p(f ,8) = sup| f(x) 一 glz) | WHOA 为 有 界 导 函数 空间 . 

ARETE BA DA. 中 收 合 即 为 有 界 导 函 数列 的 一 致 收敛 , 并且 
bA 构成 了 完备 度量 空间 . (参见 本 书 定理 6. 1. 3) 

在 5 人 中 考虑 子 空间 5 人 

bAs = {F E BAL zi fG@) = 0) 在 R PAE). 
CPRHEZS RRS. AWE fC bA eis fin) > 9; 总 有 了 
E bA nE efi J) > 0, (BREE 6.1.3) 并 且 

{2|f(z) = 0} D A {2|f,Cz) = 0}. 

由 于 入 为 导 函 数 空间 ,了 E A, 下 必 避 表 为 连续 函数 的 极限 ， 因此 
是 第 一 类 Baire BK, (参见 本 书 第 三 章 ), 邯 f E B, Ail. ER 
HA rlf > A) Biria) <A AF, BM {elf < A} 
. r| f(x) > A} 为 G; 集 ,自然 
“ 35 . 


{z| fC) = 0) = izlf@) 之 全 站 人 La <9} 
A G Æ. Air ite) = 0} ER PME, 并且 是 G; WH, & 
tcl = 0) 必 在 R 中 稠密 ,所 以 {z17(z) = 0) 在 RR 中 稠密 ， 
f E bs. . i 

定理 2.3.2 WE=(f € bA 存在 区 间 , 其 中 不 变 号 } - 
MEELA 中 第 一 纲 集 , 即 {f E bA l 任何 区 间 上 广 总 是 变 号 } 为 
5 人 6 PEME. 

WERA OL) 为 有 理 数 端点 的 区 间 全 体 . 设 

E, = {f € bA lS) = 0 MIA rE), 

F, = {f E bAs| f(z) <0 MATA x € I}. 
HA E= Ü (E, U FD, ABE E.F, 在 5A。 中 闭 且 不 包含 任何 
球 即 可 ,下 面 只 对 豆 . WARE, F, 是 类 似 可 得 的 . 

因为 f(z) ET, 上 非 负 , 这 样 im f(z) ET. EAE BE, 
wR. 

Rik: 4S E E, 4£4 «> 0, B4 ¢ E bAa pC sg) << es 但 g 
& E,. 

由 定理 2.2.7 后 面 所 附 的 结论 (1) ,有 H CoA, BEB A 
H'A <0, AS E En EI PRG x, të) 一 0 用 平移 压缩 
法 , 令 h(z) = yg! e~ 2+ A), BUS M > 0,68 |All <e, A 
Ah(m)<0, 令 g 二 了 十 有 ,由 于 

{zlgtz) = 0) D {rz|ftz) = 0} 7 {rlk(r) = 0} 
的 右 端 两 式 均 为 稠密 G; 集 , 故 其 交 仍 为 稠密 CG 型 集 . 得 
g=f+hEbArlle—Sfll <e 
但 
g(a) = f(a) + hla) = kla) <0, 
知 g & En 证 毕 . 
注 2.3.3， Weil 在 1977 年 的 文 [125j 中 证 明了 {ff E BASIS 
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是 a.e. 不 连续 } 是 5 入。 中 主 剩 集 ,1985 年 Cater 在 文 [69] 中 证 明 
{f E58Ao|f 是 a.e. AAO} EEA 中 主 剩 集 , 并 县 提出 上 述 两 
个 集合 是 省 真 的 不 同 ?是 否 存 在 a.e. 不 连续 但 在 正 测 集 上 为 零 的 
函数 ?他 构造 了 这 样 函数 ,但 这 种 郝 数 全 体 仅 仅 是 直 人。 中 第 一 纲 
集 . 


§ 2.4 上映 稠密 集 为 稠密 集 的 可 微 函 数 


本 节 给 出 构造 可 微 “病态 ”函数 的 一 个 有 效 的 初等 方法 ,这 是 
1985 年 Cater 的 工作 [67] . 

定理 2.4.1 RA BAR PMA AR, WEA MBM g, 
i g(A) = B, H g(x) > 1. 

wA OCF A= {arsaa san} B = (by shee sbat} Mh 
u 二 a HELIA pl) = rz, 其 中 


o<r <}, Hd, = mu 十 mm €B, 


这 样 有 性 质 (P1)， 

D 4 lz] 过 1 时 , |p) 十 lpi) | =r rl] <27, 

(2) 对 所 有 x 有 pia) =r>— 27, 
再 者 , 取 d: HBN) 中 下 标 最 小 的 元 案 , 令 h(z) = 2r 十 plz), 
Abi (2) > 0, AE w, aw) =d,,w Æ u, qlr) = Cr — u)’, 
则 gtw) #0, ABR gw) > 0, 取 充分 小 + > 0, 使 得 当 |z| <2, 
有 

riel] + rlg (zz <2, 
且 对 所 有 z, A 
rg (z) >— 2 2 
由 处 的 连续 性 ,及 4 的 筒 密 性 ,可 选 mm © AN), tE 
hlt) << hiw) < hlu) 十 rag luz), 
故 必 有 s0 之 s <r, E hlu) + sgl) = ww) = dz, plx) = 
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sglr), SBIR plu) = 0. 

这 样 构造 了 2z + p + pz), CIE u E ABA d, = 2u 
+ A) © B, 而 B\{d1} 中 下 标 取 最 小 的 元 素 4d;, 找 出 了 2z 十 
Piz) 十 plr) HRR u € A, 即 

2a; + pila) + pCa) = dy. 

WME n ARK RERET po) 及 有 uiE4 ti 所 n 一 1) 
ARP: 

(Dp) = pil) = = pilu) = 03 

(2) 3 jel cA |e] + loi <2 

(3) SA rA pfx) >— 2. 

BE uin Fy A\ tt tz zi) 中 下 标 最 小 的 元 素 , 令 

gl) = Cr — wy) CE — ey goo — my). 

RR gau) =O G= 1m — 1) gC) 天 0. 由 于 3 的 次 数 为 2 
一 1, 故 可 取 充 分 小 ~, 使 得 

D 当 |z| Salt. A rig) | +rldG@ | <2; 

(2) 而 对 所 有 2. rq! (x) >— 2, 

再 令 ， 


A(x) = wat + D pilt) + ralu)» 
Si h', (2) #0, BER 中 稠密 ,4 必 有 0< < 使 


2x。 十 Sip) + sgtus) € B. 
4 pr) = sla), 则 有 性 质 (Pn)， Bp 
Dp.) = 0 = ,on Oo 1); 
(2) 4 e| <n, [p.(z)| + [pte | <2"; 
(3) 对 所 有 z, A p (2) >— 2. 
再 继续 对 十 1( 偶 数 ) 情形 加 以 讨论 . 
R daz: = A\{qdi,ds,…d,} 中 下 标 最 小 者 . > 


A(z) 一 22+ Diplo), 
i=1 
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元 4z) EREK > 0, 总 有 地 使 iao) = dur fw Asus 
hey F 
qa) = (a — a)" Cr — w(t — a), 
由 于 4 的 次 数 为 奇 次 且 gCw) 关 0, 不 妨 设 gCw) > 0, 取 充分 小 +， 
使 得 
() lz — wl <r hal) > 1 > o; 
《2) H jel <Sn+1 trle trig (2)j < 2 e+D; 
(3) 而 对 所 有 ,有 ra' (x) > 20, 
因为 4 是 稠密 的 ,可 选 wr © 4Na ma) ,使 xs 一 w| <r, 
A 
ACen) < ACW) << AC) + rg) 
BDA 5,0 之 s r, fH Ge) + sq lig) = Alw) = day. È 
让 Hz) = sgl). Pri (uy) = 0 Gn). 
如 此 继续 ,得 所 有 p(xz) 以 及 4 与 B 的 对 应 点 . 
A> A(z) ER E> 
gz) = 224+ pi) te tb) 十 …- 
RB D rO E la| <n 上 一 致 收 伍 ,得 g(z) BR 上 可 微 
函数 , 且 
MOETET ROETES paz) to 
在 R 上 成 立 ,并 将 4 映 在 B 上 , 即 g(A4) = B. 
这 个 定理 还 可 推广 到 更 一 般 的 情形 ， 
定理 2.4.2 设 A,B,C,D 为 RR 中 互 不 相交 的 可 列 稠密 子 集 ， 
而 ABoCo Do 同样 为 R 中 互 不 相交 的 可 列 稠密 子 集 , 则 存在 映 
R 为 RR 的 连续 可 微 的 函数 g, 使 得 gC4) = Ao,g(B) = Bo,g(C) = 
Cu.g(D) = D HER 上 ,g' > 1. 
WA A, Ay, B, By C.C,,D,D, 是 可 列 集 ,因此 可 分 别 写 
Fide} san" } 5 {Bn} s (ba!) s {en} s ends {debs (dy'}, Ha #0. Say = 


ays Pie) = rr SHO <r <A, E 2a + fe) € A, HF A EE 
. 39» 


R 是 稠密 的 ,上 述 过 程 是 可 能 的 ,这 样 当 jz| 二 1 时， 
ri+riz| < 天 21 

BULK n> 2， 多 项 式 p; 和 点 uw; E AUBUCUDUSIS 
n—1) 已 经 作出 ,并 满足 

(GD iz] <A lp] + lef G2)| <2"; 

(2) MAA xz, 有 p(x) >— 27); 

(3) Mit j, pia) = 0. 同时 当 

G) X$ j = 1(mod 8) u; E AMu tee ui} 中 下 标 最 小 者 
且 2u; + Siau) E Ap 

Gi) X j = 2(mod Bu € AN lisus stji} H 2u; + 
3) patty) È AA U {2 + SS pied) 中 下 标 最 小 者 

Gii) Xf j = 30nd 8), 50 AM, REH A 5 ARABS 
Bo. 

(iv) X j = 4(mod 8), 5G) 相同 ,只 要 将 AA RABE 
By 

(v) 对 = 5Cmod 8), 5@ 相同 ,只 要 将 4 与 4o 换 为 C AC. 

(vi) Sf j = 6(mod 8) ,与 Gi) 相同 ,只 要 将 AS A RACH 
Cu 

(vii) 对 了 = 7Cmod 8), 50) 相同 ,只 要 将 4 与 4 RADY 
Do. 

(viii) 对 7 了 一 0(mod 8), 50D 相同 ,只 要 将 4 与 4 RADE 
Dp. 

RT a 一 1¢meod 8), 

qlr) = (x — ta)! H C — uj), 
Er >o 充分 小 ,使 得 对 |z| <a 
rial 十 rie tr)| <2"; 
对 所 有 x 
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rq’ (4) >— 2”, 
因 9g 的 次 数 2n 一 1 是 奇数 ,上 述 是 可 能 的 . 4 u, EE ANa su, 
ww-1) 中 下 标 为 最 小 的 元 素 , 选 * OO<s <r) 使 


Rl1 


2us 十 >) pilta) + sq lus) E Ao. 
í=] 
这 是 由 于 A 的 R PARE qn) 关 0 可 得 出 的 , 则 取 p, = sq. 
对 nn 二 2(mod 8), 今 
glr) = (re 一 Hi Te 一 i). 
Rr > 0 充分 小 ,使 得 对 |z| <n Bt 
r|9(z)| 十 id |<27, 
对 所 有 z, 
rq‘ (x) >- 27, 
a] 
KHz) = ar + 2 Pz) H' 21,H(R) = R, HÆ Hw) 


= 4, 其 中 4 是 w 在 (i) PRBE, BS w Aud <i<an—1), 
BA Hw) #4 H au), Ag 的 定义 可 得 g(rww) £0, A AERAR, 
H(A) 在 R 是 稠密 的 , 选 a © Ainsus rtin) EH dA 
Hia) + rq(a) 一 有 相反 符号 . ERMAT H Ma 的 连续 性 ， 
使 = 接近 于 w) ds, fi O<s<r H Hla) 十 sq(a) 一 d ==0, 这 时 
t = a, H p, = sq. 

当 ? = 3,n = 5,n = 7 (mod 8) Bt, XAF z= 1 (mod 8) 处 理 ， 
4n=4,n = 6,n = 0, (mod 8) 时 ,类 似 于 n= 二 2(mod 8) 处 理 , 这 
样 对 = 的 归纳 已 经 完成 ,对 所 有 := 也 选 好 了 pa 和 zx。 

由 于 对 |z| <n, lAa] + |p,’ Co | < 27" RRB 2z 十 


pi(x) MATR CERTAMEN, LHF Yn >i it p(w) 一 
f=1 . 
0; 则 gCA) = A gB) = Bo g(C) = Cosg (D) = DA 
: eg 一 2 十 de> 25S 1. 
i=l {=1 
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同 理 , 不 难得 出 可 将 任何 六 对 可 列 稠密 集 之 间 进 行 连续 可 微 
的 变换 . . 

在 构造 下 列 “ 病 态 ” 函 数 之 前 ,我 们 先 确 认 下 列 事 实 ， 

车 g 是 R 上 有 正 的 连续 导数 的 函数 且 f 与 g 的 复 人 台 F 一 f(g) 
BABS Efe) Hele) 上 连续 (或 不 连续 , 取 极 大 , 极 小 ,局 
部 上 天 ,局 部 下 降 ), 则 (x) = flg (tz)) Er 同样 连续 (与 上 相应 
的 不 连续 , 取 极 大 , 极 小 ,局 部 上 升 ,局 部 下 降 ), 且 有 

D+ F(x) = D+ figlæ)g' (r), 
D- F(x) =D” fgg a), 
D, F(x) = Dy f(g (7))g' (2), 
D_ F(z) = D- f(e@)e'G@), 
从 而 车 
[Dy f D+ F] U CD- fD- fJ =[—©,], 
必 有 
[D, F, Dt F] U (D_F,D” F] =[— @,oo], 
GR f AGA z 是 指 
Dt f(z) = D fiz) =~, 
D, F(z) = D ff =— 09, 
则 了 有 扭 点 为 g(x) 时 ,下 同样 有 = 为 扭 点 , WDE Ega) P 
在 (连续 或 不 连续 ) WF? CE x 存在 (连续 或 不 连续 ). 

再 者 由 于 g 与 a 是 映 零 测 集 为 零 测 集 的 函数 , 故 若 了 在 每 一 
个 闭 区 间 上 是 绝对 连续 (奇异 ) 函数 , 则 下 同样 在 每 一 个 闭 区 间 上 
是 绝对 连续 (奇异 ) 函数 . 

定理 2. 4.3 车 A4,B,C,D 为 在 RR 上 两 两 不 交 的 可 列 稠密 集 ， 
则 存在 及 上 处 处 可 微 的 函数 ,使 得 下 在 和 4 取 ( 严 格 或 不 严格 的 ) 
极 大 点 ,在 B 取 (严格 或 不 严格 的 } 极 小 点 ,在 C 取 局 部 上 升 点 ,在 
D PRR F REA. 

证 明 “只 要 对 定理 2.2.7 所 作 的 函数 互 , 取 4o(CBo,Co,Do) 为 
H 的 可 列 极 大 点 子 集 ( 极 小 点 子 集 ,局 部 上 升 点 子 集 , 局 部 下 降 点 
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子 集 ) SIRLE, +H g, fE gl) = A,g( By) = B,g (Co) = 
C,g8(Do) = D. 这 样 H(g(z)) 即 为 所 求 . 
其 他 类 似 结果 还 很 多 ,如 下 列 定理 ,不 再 一 一 列举 与 证 明 . 
定理 2.4.4 车 A,B,C,D 为 在 R 上 两 两 不 交 的 可 列 稠密 集 ， 
则 存在 在 每 一 个 闭 区 间 上 绝对 连续 吗 数 下 ,使 得 
Fitz) = 0,5 z € A,F' (x) = 0,42 € B, 
F' (x) =— œ, r EC, Hz eC DAF iim. 
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第 三 章 Baire 函数 类 


1899 年 Baire 创立 了 Baire 函数 理论 . X26 PHBE th ES 
的 极限 运算 所 产生 ,不 过 ,作为 本 书 所 需要 工具 ,这 里 我 们 着 重 考 
虑 一 元 实 变 实 值 的 Baire 函数 ,并 且 仅 仅 是 按 自然 数 分 类 ,而 不 动 
用 超 穷 数 . 


§3.1 Baire 水 数 的 定义 及 性 质 


定义 3.1.1 ERKA [2,4] 上 一 切 连续 函数 称 为 第 0 类 Baire 
函数 , 记 为 Be. 

Bhi 为 [eg LAR, E S E Bof & B, 且 

lim f,(z). = f(x), x€ [4,6], (3.1) 

则 称 了 为 第 1 类 Baire 函数 , 记 为 f € B. 

同样 ,着 fi € B, UBS & B UB EG. DARY, RR SF 
为 第 2 类 Baire 函数 , 记 为 f C Bn 

IAMS MS. C B U Bye U Basf & B, U By U Bu 
且 (3. 1) 式 成 立 , 则 称 S 为 第 mm 十 1 类 Baire BRK. S E Bass. 

利用 超 限 归纳 定义 ,可 以 对 超 穷 数 a, 定 义 Ba AEA. 

引 理 3.1.2 下 列 结论 成 立 ， 

(1) 在 [a;5] 上 仅 有 有 限 个 不 连续 点 的 通 数 是 属于 B, 的 . 

(2) S Elab] 上 仅 取 有 限 个 值 ccs，… sc, 且 对 每 一 i, 水 平 集 
E = {z| f) = c) 为 F, 集 , 则 在 fa,5] LAF B. 

(3) 闭 集 的 特征 函数 是 属于 B 的 (这 是 (2) 的 特例 ). 

(4) 设 己 为 [0,1] P Cantor 集 ,{(a,,6,)} AP RB RS 
体 , 则 
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2(r 一 a) 
fea) =] =)" TE La, bn, 


0， 其 他 x. 
是 第 2 类 函数 ,而 
2x — a) 
g(x) = | G aD? 7E [ao5)， 
0, 其 他 x. 
是 第 1 类 Baire PAR. 


(1) 的 证 明 不妨 设 了 仅 在 点 c E (a,b) 上 不 连续 ,总 有 充分 
大 N, 使 | < 一 we + 二 jc (a,b), 4k>N 时 , 邻 
RA 
Jilo) = ] 1 
线性 内 插 ， rE [: 一 Łe) U [ese + 1). 
可 知 f(x) 在 [a,51 EAR, H. DR BBS EB. 
(2) 的 证 明 RE, = UFO, So PS 为 闭 集 ,不 妨 设 
FO C FP Coe CFO Com, 
对 固定 m FY EP ye FO 为 两 两 不 相交 闭 集 , 故 可 在 [a,5] 上 作 
ERRA Cr), HAR x E FOG = 1.2.60). A bale) = cn 
可 证 fm 加 (z) = f(z),2 € [a,b]. MCa b] = UE, RHE x € 
[a,b], Ai, ix € E MEM., € FẸ WO4 mS MY, € FP 
Cc Fe Gm (2) 一 Qq = F(x) BOF € By. 
注意 E AE F, 集 时 ,结论 不 真 . 如 Dirichlet 函数 . 
(4) 的 证 明 FIERAS ng Cm 00), He ER. 


24z 一 au) 


(b, — an) 
(6, 一 an)’ rE [ob — a 
Prr) = 0, r E P, 
线性 ， zE n Č an. 
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但 要 证 明 f € B ,而 太志 B. 还 需 有 后 面 的 一 些 准备 . 

引 理 3.1.3 ASE Byg E Ba WEA P< max {n,m} ,使 
(1) max {f(x),g(2)}, min {f(x) ,g(x)} € Bp. 

(2) f(z) ORT BRS (2) E B, RP A< B, 


B, xE {x|f(x) > B}, 
[fey = A, zE {zrl <A}, 
f(y), ZE {z|AS fi) s B). 


(3) f(z) Bet) € BHO ABA, 当 除 法 运算 时 ， 
giz) #0). 

事实 上 ,由 于 所 一 2 一 0 时 , 即 为 连续 函数 的 上 述 运算 性 质 , 因 
此 是 成 立 的 , 当 xr 或 n 汗 0 时 ,可 用 简单 归纳 法 得 到 ， 

不 难 举 出 实例 ,使 上 述 三 种 情形 中 都 有 0 <p < max {n,m} 
可 能 . 

引 理 3.1.4 EJE B gE Ba HHz E [a,b] 时 ,g(x) 属 
于 了 的 定义 域 , 则 复合 f 。g = f(g) E Bp HOSpcatam. 

FXE, H n= m 一 0 时 ,成 为 熟知 的 连续 函数 的 复合 是 连续 
函数 的 结论 , 故 有 f(g) E B 

假设 当 n = 0 fin IE ERA, 上 述 结 论 成 立 , 即 
Te EB, pam. 

WHE: 5 g € Bn: ĦA TÆ) E B,A psm+t+ 1. 

BA g © Bai A gs © Bas (i g(x) > g(x), f E By 
flgila)) 一 f(g(z)),; 但 fg,) E Bpm p< mm, RH Fle) E B, 
Apimt+il. 

进一步 而 言 ,既然 x = 0, 所 有 自然 数 mw, 上 述 结论 成 立 ,再 假 
HHE BRR n ARAARA m f(g) € B Apsntm,s> 
证 :对 fFE Ba Re CB Ag) CB, Bp&antm++l. 

AANA fr € Ba f(r) > fir) i alela) > figir), 
Te) RFR p S&nt mh) B,, ANSO AT B, BER 
pZntm+1h. 证 毕 . 
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定理 3.1.5 £46 Bpap En fi Elab] L—BKaT f, 
We € Bp pmn 

证 明 ”一 0 即 为 连续 函数 一 致 收敛 的 情形 ， 显然 成 立 , 现 证 
n> 0 的 情形 . 

由 于 态 在 [ae;, 杂 上 一 致 收 伍 于 7 了, 总 有 和 二 下 过 全 二 在 妇 和 ， 
使 所 有 x E [ab], 都 有 


[fr (2) 一 fal << GH, Zoe 
只 要 注意 
FE) = fala) + Ah) —fi,@)+~ 
+ Fra D) — SaD) 十 …， 
对 每 一 个 is (fgg ED) 一 fi) = B,,p & 7, 
这 样 存在 JS € Bis 
img? kz) = fon (2) — faa). 
PRE YO) | <= 方 ,由 性 质 3. 1. 3， 
Dalt) = PP 十 GP 十 … 十 ge E B, if Sn 
现 证 lim @* (x) = f(x) — f). 
Emre [a,b], Ee, 取 固 定 , 使 六 <> 5 ,并 对 1， 2,… 
AmA, m(2,x)5-° mr) 当 mud ISJ 
WP) — fi, @+AWI< FZ, 


PE , 44m == max{m(1 LI m2 sr) yg" mlir)? 时 ， 
f(z) — fi (7) — 2.) | 


<2 IPP) 一 fan @ + fr,(z)| 


+ > IP (x) | + >>) lfr (2) — fa) | 


jait 


eo 47” 


<i titise 
可 知 f(z) 一 了 (7) 为 类 数 委 2 的 Baire BR, AR f(x) HBR< 
n 的 Baire 函数 ， 

注 3.1.6 关于 nn 类 Baire 函数 还 有 几 条 显然 而 又 值得 附带 一 
提 的 性 质 ,以 备 以 后 引用 . 

(1) B, 中 元 素 是 ( 工 ) FTW RK. 

由 于 B, 是 由 连续 函数 列 的 极限 函数 所 组 成 ,因此 B 中 每 一 
TAFEL) WY BR. 同 理 ,B, 是 由 已 中 元 素 ( 第 1 类 Baire H 
数 ) 的 极限 函数 所 组 成 , 故 B, 中 每 一 元 素 为 (L) 可 测 萎 数 . 依 此 可 
得 B, 中 元 素 都 为 可 测 函 数 ,证 明了 (1). 

(2) B. 的 势 为 c, 其 中 < 为 连续 统 [0,1] 的 势 . 

由 于 每 一 个 了 € Bi, 可 对 应 一 列 连 继 孙 数 (g in mee) 
使 lim yn = f@) ,并且 B PAR ,对 应 连续 函数 列 (y deo 
dm seo) 是 不 同 的 , 连续 疯 数 空间 的 势 为 c, 其 中 元 素 的 可 数 排列 全 
体 其 势 仍 为 c, 故 B WA <c. 再 由 子 与 任何 常数 之 和 仍 为 B, 中 元 
素 . KB, 的 势 应 为 c, 同 理 可 得 B, 的 势 为 c, 从 而 证 明了 (2). 

(3) [eb] Ea. e. 有 限 可 测 函 数 必 与 一 个 类 数 委 2 的 Baire H 
数 等 价 , 即 车 在 [a,5] Eac ARIMARA, WATE g， 

g € B, U Bi UB, 
使 f(r) = g(r) a.e. RI. - 

车 f(x) 为 a.e. 有限 可 测 函 数 , 则 存在 连续 函数 列 er), E 

lim galr) =f(rae. 成 立 , 令 
gx) =lim supgn (2) 
= lim limmax {gwtr suta} > 


这 样 g(x) 是 类 数 委 2 的 Baire 函数 , 且 g(x) = f(x) ae. MV. 
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§3.2 B, 的 表现 与 不 空 性 


上 一 节 定 义 了 一 元 实 值 Baire 随 数 ,类 似 地 可 以 定义 欧 氏 空间 
上 的 多 元 实 值 Baire 函数 , (我 们 将 二 元 连续 函数 的 极限 定义 为 二 
元 第 1 类 Baire 函数 ,…, 依 此 将 第 一 1 类 Baire 函数 的 极限 定义 
为 二 元 第 x 类 Baire 函数 ,…), 本 节 所 讨论 B. 表现 定理 就 是 用 二 元 
实 值 Baire 函数 去 表现 一 元 实 值 Baire RE. 

定理 3. 2.1 (B, HRD 在 平面 区 间 0 委 z 委 1,0 委 4 和 安 1 上 
存在 二 元 实 值 Baire 函数 F.i), 使 得 每 一 个 f EC BB, 总 有 
tE (0,1],f(z) = F,(z,¢). 

EA S85 A-WWUARRARRHSARSE, HA 
HP (2), Piz) y+ Pac) 0 HE Be 以 外 的 连续 两 数 以 及 B, 类 
中 函数 全 体 记 为 B.S Bo = Btn > 1) , 设 


no-i 当 # = 一 
0， 4 z 为 其 他 时 - 


Folt) 一 >) Pabn O. 


m=1 


由 于 PoC) 0.) 均 为 类 数 不 大 于 1 的 Baire BRR. 因此 
P, (8, (t) 必 为 二 元 Baire MR, 并 且 每 一 个 点 (zx;t), RAY 


t=} 时 ,和 GD 天 0,Pn(z)Bn(t) = Pelz) 可 能 不 为 0, 但 任何 
ifm, P(e) = 0. 故 级 数 Filt) 至 多 只 有 一 项 不 为 0, 因 此 
级 数 是 收敛 的 . 
对 每 一 个 上 E BI, AMS = Pal), t= 78 
Fu zx, 一 P, C2). 


#AQ* 


这 样 ,证 明了 定理 3. 2.1 Stn = 0 是 成 立 的 . 
假设 对 B.C <n — 1) 存在 二 元 Baire RF, (xt) PARLE 
fe B.; 有 相应 的 : € [0,1] 满足 
| fla) = Pilz,t). 
现 证 B.Ca < n) 也 存在 二 元 Baire 函数 F, (r,t) 有 同样 性 质 ， 
当 0 委 上 委 1 用 十 进 小 数 表示 公 < 工时 ,不 以 9 的 循环 ) , 设 
t= 0. ciaza 
h(t) = 0. ajaa", 
A) = 0. agagaygt** yt 
hyp (2) = O. agiagi ass 
4 | 
F,(a,t) = lim supF,—1 (x ,hn (E)) 
BSE Blech, BAY © Boi E 
lim gu (x) = f(z), 
按 归纳 假设 ,存在 如 € (0,1), 8 
Fy Ct sta) = Pn Ce) Cm = 1,250), 
对 im 而 言 ,总 有 1” E [01], E tn = hat”) Cm 一 1,2,…), 从 而 
有 oe 7 
F,(2,t") =lim supF,—1 (+ pha lt" ») 


=lim supF,_, (Cr yt.) 


=limsupy,(z) = f(x). 

这 样 证 明了 对 任何 a < ”存在 二 元 Baire BR F, t) ,使 得 

ESE BE E [90,1], 有 
F,r) = f(z). 

以 上 定理 对 二 元 Baire 函数 F(z,t) 的 类 数 并 无 条 件 限 制 ， 
Kasropopny 曾 进一步 得 到 的 结论 ;对 于 类 数 拓 “的 一 切 Baire PAR, 
有 类 数 为 “的 二 元 Baire 函数 F.Czx,t) 可 作为 一 般 表现 ,但 类 数 < 
a 的 Baire 序数 却 没 有 相应 的 a 类 二 元 Baire 函数 (x,z) 可 作为 其 
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一 般 表现 . | 

定理 3.2.2 任何 一 类 B, 是 不 空 的 ( 即 B, 对 极限 不 封闭 ). 

证 明 若 c= 0,1, ,时 ,Bo 不 空 ,而 Bri 为 空 ,自然 对 所 有 
Bla 之 十 1) 都 为 空 ,由 上 述 表现 定理 知 ,存在 二 元 Baire 函数 
Flet) SE S E Bp <n) MBA E [0,1], 使 

f(z) = F,(a,t), 
令 
H(x,t) = (F,Cx,t) ho 

由 性 质 3.1.3 A,H (r,t) 为 二 元 Baire BRS 


1 mH (x,t). 
Pat) = jim 1 十 mH (2,2) 


凡 仅 取 0 与 1 的 Baire 函数 都 可 由 F(z,t) 表示 ,从 而 由 H(z， 
DAD RR, A P,e) 和 1 一 多 (zx,x) 都 为 一 元 Baire (LK 
0 与 1 的 函数 , 故 可 由 多 (zx,z) 一 般 表 现 ,特别 1 Dar), BA 
b € [0,1], 使 得 1 一 中 (x,z) = (x,to) ,自然 

1 — Bltosto) = Bio to), 
但 这 是 不 可 能 的 ,可 知 假设 不 真 . M Bt WERK. 


§3.3 Bi 类 函数 的 特征 


本 节 将 着 重 来 讨论 第 1 类 Baire 的 函数 的 特征 及 其 性 质 ， 
定理 3.3.1 Asx) Blab] ER 1# Baire MR, MSE B, 
则 对 任何 实数 A, 
tzl w > A} 与 {zx|f(r) < A} 
都 是 F, 集 . 
证 明 ”函数 f(z) 为 第 1 类 Baire 函数 , 按 定 义 存在 连续 函数 
A f(x), Slim f(x) = f(x), BARR: 


i>a =Ü 0 Afaa) 


.5]la 


(zif <a) =U 0 Ñansa- +t, 


业 一 1 Nml 
上 式 右 端 均 为 团 集 的 可 列 并 , 故 为 F, 集 . 
为 证 这 个 定理 之 逆 , 先 引进 一 个 引 理 . 


引 理 3.3.2 车 [a,6] 一 UE,E X F, W, Wad] 可 表 为 


[a,b] = ÜH: JEF H, X F, $H, C E it H, 两 两 不 相交 . 
证 明 ETE WF, DATARE, Cab] 也 
可 表 为 可 列 个 闭 集 之 并 ,不 妨 写 为 [a,6] =U Fo Eh F, 为 闭 集 ， 
且 总 是 在 某 一 E; 之 中 . 由 于 任何 两 个 闭 集 之 差 为 R. 令 
Si = Fis Ss = FF, Sa = FMF, U Fi), 
8, = FAG U Fi Uo U Feeders 
S, 都 为 两 两 不 交 F. R, EUER E P, Aab] = ÜS, 2 
H, =U) (S/S, C E, Hi =U SS C ENE h, 
Hn =U (SiS, C EN UB), 
这 里 的 HG = 1,2,…,m) MA F, R, 两 两 不 相交 且 H, CC E, 
[2,0] = ÜH.. 证 毕 . 
定理 3. 3.3 若 对 于 任何 实数 4， 
{zr|f 7) > A} 与 人 zz < A} 
BF, RF E B, U B. 
HERA ” 先 设 /< f(x) < LKU L] 作 等 分 法 
E= eea Ke L Lean L, 
E, = {£| f(E) < c}, En = {z|f > crits 
| E, = {zle Ef <a}, 
供 中 一 1,2,…sn 一 1, 这 样 [a, 妇 一 Ui, 为, 集 ,由 上 述 引 


理 知 ,存在 Hi 为 F, 集 ,HCC En H 两 两 不 相交 ,上 且 [a,5] = ÙH, 
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令 


令 

Cr) = Coot E Hasik = 041525050), 
由 例 3.1.2 中 (2) 知 , 办 (zz) 为 第 1 类 Baire MR, AH r E [a,b] 
= Ü Ha it, (date) ~ f(x)! <. itt g(a) 在 fa,6] 上 一 致 
KAF f(r), Bl fF Ee By UB. 

4 f(z) 在 [ae 上 为 无 界 时 , 令 ole) = arctgf (x), 由 性质 
31.4, Hg € B U Bi 从 而 = tg > © B UB. 证 毕 . 

综合 定理 3. 3.1 与 3. 3. 3, 即 得 

定理 3.3.4 BRS ERB UB 的 充 要 条 件 为 对 于 任何 广义 
实数 4 二 B, irl A< f(z) < B) EF E 

Rm RASC BU B 的 充 要 条 件 为 对 任何 实数 4 和, 集 
ri eo 之 4) 和 {zf (zx) < B} 是 Go 集 . 

定理 3.3.5 ABS EB UB RRR AER PRU, 
S U} = (rif) € U) BF, 集 . 

证 明 ”充分 性 由 定理 3. 3. 4 给 出 ， 因 任 何 区 间 (4， B) 是 及 中 
开 集 , 则 SECA, B] = (2X |A<f@) <B) HFE BREE B, 
U B.. 

必要 性 ”任何 开 集 U, 写 为 0 =U (A,B) RA, B) 为 U0 
构造 区 间 , 由 定理 3.3.4 知 {z14. 之 了 (Cx) <B) 是 下 集 ,而 

JTA = {z\ fla) EU} =U (rA <i f(x) < B} 
为 可 列 个 F, 集 之 并 ,同样 是 交集 , 故 SOU APB EE. 

从 这 些 结果 可 以 者 出 第 一 类 Baire 函数 与 F, 集 和 G 集 关系 非 
常 紧密 , 象 连续 函数 与 闭 集 或 开 集 的 关系 一 样 ,由 此 还 可 以 得 出 相 
应 许多 结果 . 

定理 3.3.6 5C[0,1] 是 i, 集 的 充 要 条 件 为 存在 FE BU 
B fË S = {z| fæ) 天 0}， 

证 明 ”充分 性 BERUB, 

= {z| f(r) A0}) = iri fC) > 0} U (el fr) <0}, 
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由 定理 3. 3. 3 知 {z|7Cz) > 0} 和 {z|f(z) <0} HF BBSE 
F, 集 . a 
必要 性 若 $ AF, 集 , 则 有 闭 集 列 Fi ES = UF AE 
=F CRAZ me C FC 
构造 了 如 下 : 


fea) = fF Ba € FNP = 1,25, 


0, u r & Ss. 

显然 3 = (z|f(x) 40}, MIE f € B, U B.. 

事实 上 ,对 任何 开 集 UU,f-1(U) 是 至 多 可 列 个 形 如 

afd 
F(Z) = leros 3] 

集 之 并 .而 广 F) = PNP = F (Co) Æ F, Bi 
FO) AF, R, HEE 3.3.5 MSF E B UB. 

Œ 3.3.7 1988 年 Fabrykowski 在 文 [74] 提出 并 解决 以 下 间 
题 ,如 何 去 寻 求 一 个 在 [0,1] 上 连续 函数 列 f., 使 

/有 限 数 ， = 为 有 理 数 ， 
加 /0 一 |， ema 

Myerson 在 文 [109] 用 极 简 单方 法 构造 了 这 个 函数 列 并 推广 
了 这 个 问题 . 现 介绍 这 个 方法 . 

设 {ra} 为 [0,1] 中 全 体 有 理 数 ,并 设 ， = 0,r, 一 1, 在 平面 上 
给 出 点 (0,0) :C1 ,0) 及 (rk) =l TK ra 在 [0,1] 中 的 大 小 
顺序 排列 , 并 依 此 联接 上 述 各 点 , 构成 的 连续 折线 函数 , 记 为 
f(x). 

对 每 一 个 有 理 数 Fis 当 n=i 时 ,f(r) 一 i, 

limf r) = i. 

而 每 一 个 无 理 数 ,固定 = 时, 设 左 右 最 接近 z 的 为 Br, A 

而 
CET: es 


Fx) D min{ fr) .f.07,)) = min (i,7}. 
由 于 {x,} 稠密 性 , 知 当 =” 无 限 增 大 时 ,7 都 无 限 增 大 ,从 而 知 
f(x) 一 co 这样 上 户 即 为 所 求 的 连续 函数 列 ， 
其 实 ,由 于 有 理 数 集 {r,) BP. 集 , 如 定理 3. 3.6 所 述 , 总 有 
E B, U By, fiir.) = {rif z) Æ 0}. m 
Lo] Nr} = (r|) = 0}, . 
BSE Bo U Bi, 必 有 连续 函数 办 ,使 limy,(z) = f(x), 令 


fz) = llao), 
同样 获得 
， ARM, xz E {ry}, 
fim f.(z) = a z € [0,1]\{r,}. 

为 引进 B, 类 函数 另 一 个 特征 ,这 里 需要 下 列 概念 与 定理 ( 参 
见 [1] 中 定义 3.4.1 及 定理 3. 4. 2). 

.定义 3.3.8 集 E 与 开 区 和 间 (a,f) 的 交 (c,p) NERS, WK 
(a,8) N E H E RRS (portion). 

定理 3.3.9 不 空 闭 集 EE 被 一 组 闭 集 {F) FRR MELA 
-E F, 包含 五 的 一 个 部 分 . 即 存在 a < 2,402.82) N EC Fh 

证 明 REA SET, 不 包含 互 的 部 分 ,这 样 书 不 可 能 
包含 已 的 所 有 点 ,有 2 CE & Fh F 的 闭 性 , 知 有 以 zi 为 中 
CAKA 五 ,其 部 分 集 为 疡 一 1 n E, {Ë P, n F, = Ø. 

HH F, 不 可 能 包含 P 一 i, n 五 , 故 有 x, E€ P,, fE xz & Fas 
HF, 为 闭 .存在 以 x; AP ORR, Ch AMA P,- 1; 门 
E, {E P: N F: = 名 , 依 此 继续 ,可 得 

P, D P, D =|= DP, D |, 
PNR = Ø, (APAN (UR) = g, 
H E REA 
ÙP 2, NPE, 
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而 DP EF. 
这 与 {fi} w E FH. 
KR ASMRE RAE) RH MED-T+EAEN 
一 个 部 分 中 稠密 . 
定理 3.3.10 车 f(z) 为 [a,5] 上 第 1 类 Baire MR, W [4,2] 
中 任 一 闭 集 已 ,jz) 在 请 上 的 限制 必 有 连续 点 . 
证 明 ”车 闭 集 已 有 孤立 点 , 则 了 | 在 该 点 自然 是 连续 的 . 现 只 
要 对 三 无 孤立 点 情形 , 即 P 为 完备 集 给 予 证 明 . 
h f E B Elab] LAS RK f,(z)， 
limf,(x) = f(x), 
对 任意 固定 > 0 及 每 一 z E [a,b], UA HRE 及 任 自然 数 m， 
有 
[f(r) — fatma) | Se 
令 
AmE) = {x| | fr) 一 fatata) | <e, Bt) = N AmE). 
这 样 zE Aw(e) ,因此 xz E B.(s)， [a,b] = UB), “Th 的 连续 
性 , 知 Am(e) ,B.(e) 均 为 闭 集 ， 并 且 对 任 一 完备 集 P, 
[a;b] N P= UBC) NPs 
由 上 述 定理 3.3.9, An RKA d Ed N PCB NP AME 
d N P EHIB m21, 
(A) — frn D | Ses 
得 
[F —f@|<e 
由 fcr) 在 [a,5] 连续 性 ,不 妨 取 4 很 小 ,使 x1,z; Ed NP, 
(Ant) — fr) E. 
从 而 
|f Cr) 一 F(x) | < 3e, 
BMS EA PERRA OCS sd N P) < 36. 
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RERE, WA, ial fd, al 了 ) 之 1, 再 在 PA d,Cd,, 
Hw Cf sd, n P) < Fost 
dy, C drol dn N P< me 


Bde = (8), MES P, B Sle 在 4 点 连续 

事实 上 ,wtfjp;&) = limf sd,  P) 一 0. 

为 证 其 逆 ,引进 下 列 定理 ， 

定理 3. 3. 11( Romanovski 引 理 ) #0 Ala.6] 中 具有 下 列 
性 质 的 开 子 区 间 (a,f) 所 构成 的 族 : 

(1) a, A r 属于 全 , 则 (x,7) WRF O; 

(2) (2,8) RFO, Wa, O 中 任何 开 子 区 间 也 属于 O; 

(3) 对 任何 [a,8 C (c,d), (0,8) 属于 8, 则 (c,d) 属于 8， 

(4) Flad] 中 完备 集 五 的 接 邻 区 间 都 属于 @, 则 必 有 区 间 了 
ATG,HINE+2. 

TIA (a,b) RF O. 

证 明 Xab] MANA), WO 不 空 . 令 G YT =U (6 
4) (Cady) 为 两 两 不 交 的 开 区 间 . 

首先 证 明 每 一 个 (cd EMF @. 周 定 k, FE fi] La, A] Cc 
Crdi), 每 一 + € [2,8], BAA RAL, MP OA E 1,,(1.) 构 
成 了 [e,A] 的 覆盖 ， 由 有 限 覆 盖 定 理 知 , 必 有 有 限 子 覆盖 {7. ;i 一 
1,2，… 570} 同样 覆盖 [a,8]， 由 人 性质 (2) BCL) 可 得 (a,) 是 属于 8 
的 . 从 而 由 性 质 (3) Alido 是 属于 @ 的 - 

再 由 性 质 (1) 知 8 的 接 邻 区 间 无 公共 端点 , 令 H = (2,8)\G, 
H EMLA P H 的 每 一 点 为 瑟 HRG, H 虽 未 必 为 闭 集 ,但 环 ， 
为 完备 集 , 由 (4) 知 存在 (a,8) AFO, A NH AARE 
@ NH BA zE (2,8) NH, ALEG jek GHEE, BH’ 
#2, D (4,2)\C, Pa, bh =G E @. 证 毕 . 

定理 3.3.12” 若 [a,5] 上 任 一 闭 集 P,fis 在 已 上 有 连续 点 ， 

. ”57， 


则 对 于 任何 实数 rx < ;, 存 在 不 相交 的 Fi 集 4. 与 4,, 使 得 Fe,O = 
AUA, H 
A, C {x € [a,6]|fG@) >r}, 
AC (x € [a,b] S < s}. 
证 明 ”对 上 述 的 r <s,> 
@= (a, C (@,b)| 本 定理 结论 在 [a,8] 上 成 立 }， 

可 证 台 满 足 定理 3. 3. 11 的 条 件 . 事实 上 ， 

(1) 车 (a,B) ,CB,7) 属于 日 ,不 妨 设 F(A > vB 

A) = A, U A, (8,7) = B, U B, 
可 得 
(2,7) = (A, U B, U ®© U CA, U BD, 

Ht A B.B, A B, 9 F, BCA, U B, U AD, CA, UB) 均 为 
F, RAAN, 属于 O, 

(2) # (2,8) AT HB, tu,v) m (ta,B), 则 

Cuv) = {A, 1) Gasv)} U {A A (u,v)}. 

(u,v) BT O; 

(3) 对 任何 [e,6] C (c,d), (a,8) AF O. 

AMR ce, = dd, 而 到 cy ed 人 2 这样 (cvcr) Bde rdyar) 
都 属于 @, 设 

(dasrda) = D" U DZ, 
Centi End) = CF U C, 
HF D,D CrO 为 两 两 不 相交 的 F, 集 ,由 于 fte,) BF dest) 
为 可 列 集 ,任何 子 集 都 是 F, 集 , ,不 航 设 fCcs) >r, Fa <5, A 
可 写 为 
(ed) = (UC U Dr U (Fo 


U (UC U Dt U (fF den}) 5 
得 (c,d) BF 8. 
(4) Blab] 中 完备 集 P 的 接 邻 区 间 都 属于 @, 则 由 定理 条 件 
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f(x) RAT PERERA, B fis 在 P 上 有 连续 点 zo, 不 妨 设 
fi) >r ASA O> 0,42€ l snt DNPH A 
f(z) >r P Hey s, e t 3) 的 接 贫 区 间 为 (1.}) LE 8, 对 上 
述 实数 > <s I 一 A" U BK A", B" 为 Fs 集 , 这 样 


(xy — zot 8) =r — Ox0 +) (CUED U P) 
| = (a) — èz +8) N (ÜA U P UB) 
= (To ~ 8,24 十 ô) n (UA U P) 


Ur byte + 8) N (UB). 
得 (zxo — sro + 8) E O. 由 定理 3.3.11 知 (a,5) E O, 即 本 定理 在 
[a,b] 上 成 立 . 
定理 3.3.13 若 [a,6] EHEAR P.S e 在 P 上 有 连续 点 ， 
则 对 任何 r, {x E [a,5]1f(z) > r) HER. 
证 明 ”由 于 [2,8] 上 任 一 闭 集 P,fls 在 P 上 有 连续 点 ,由 .上 
定理 知 ,对 5 > re = r,ss 一 r+, 有 相应 的 不 交 的 Fe R A, Bi 
[2,5] = Ay. U B, > - 
A, C {x € [ab] f@ > r= r}, 
B,C {x € [a,6]|fG@) < s,}. 
AMA E leb] ID >r, i nmr BA n 
f@>s,>r =r, 
We & B AM x € 4 得 
(2 € [abi F(z) >r) =A, 
AF, SB. 
由 此 可 得 下 列 定理 ， 
定理 3.3.14 车 [a,5] EE—ME P, S |e EP LARA, 
则 ff € BUB. 
nr K9» 


注意 本 定理 的 证 明 通 常 需要 用 到 Cantor-Baire 定 态 原理 可 参 
考 [4]. 这 里 的 证 明 避 免 了 超 穷 数 ,简化 了 证 明 . 

应 用 这 一 结果 可 以 去 判定 许多 属于 或 不 属于 B 函数 . 

(1) AR Sx) Elb] 上 和 仅 有 可 列 个 不 连续 点 , 则 了 E By. 

由 于 [a,5] 上 任何 完备 集 P 不 是 可 询 集 , 故 f 在 P 上 至 少 有 一 
个 连续 点 . 从 而 f EB. 

由 此 可 知 Riemann 函数 

fr z € [0,1] 中 无 理 数 ， 
R(x) 一 


+, z € [0,1], 且 x = 2 AAA 
是 属于 B, 的 . 

BE A 1 的 Baire 函数 . 

(2) Dirichlet 函数 D(z) 不 是 吾 BBR. 因为 [0,1] 上 无 一 
点 连续 . 但 它 属于 B,, 因 为 D(x) 可 表 为 

D(z) = lim Clim [costm1 nz) J"). 

(3) “车 函 数 fr) 为 引 理 3. 1 204) PHS) AS lp RES 

AK & BAS 


lim (file) +> + f(z) = f(x), 

Rf, © Ba | 

FRI B 的 另 一 特征 ,参见 文 [117] . 

定义 3.3.15 [ea, 寻 中 一 切 子 区 间 了 ,都 确定 实数 7), 则 称 9 
为 区 间 函 数 ， 

若 存 在 常数 A, MER e> 0,4 Oz) > 0,2 E I= [y] H 
lx — yl <Ê), |x — z| 8G) HLA ip) — Al ec, RE 
间 函 数 AKD 在 了 点 的 极限 为 4, 记 为 my(7) = A. 
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定理 3. 3. 16 ESO Etla, t] L2 1% Baire 函数 , 则 存在 
区 局 函数 yD ,使 得 任 x E LA 
limp) = f(x). 
WA fC BL ARERI, © Bo; 使 
limf,(2) = F(z). 
ty fy = 0 且 选 数列 {K， }s 使 得 KK。 =b— a0 < K, y0, H” 
zy € [ab], |z — yl < K, it A 


IE — fa | < L, 


现在 构造 区 他 函数 pD ,对 任何 工 一 Le, 21 CO [a,b], JE 
HE n EK <P - OS KS 
pT) = «La, BD = fC), 
可 证 KD MAR, Blimp) = f(x). 
事实 上 , 当 xz Efa, 果 , 任 给 6 之 0, 取 自然 数 m, 使 得 # 之 m 时 ， 
1 <3 IF — fa | <$, 


Erc I= [efl eS Kr BA a> mE K <P 
a< K, Mii AD = fata) H 
Ia — fF) | 
Klf — fi | 
LIF — FD + If.) — O < 
即 
limg(1) 一 F(a). 
定理 3. 3.17 IO 在 [a,5] 上 是 某 一 个 区 间 阻 数 gXD 了 Dn) 的 
BRM fe B UB. 
证 明 Ef) = limp)» 而 BB U B,, 由 定理 3. 3.143 必 
HERO SHO LEK 的 振幅 OS loz) >n FA, 一 


和 ziecflesz) > t) me = 总 Q. 因 Q. 是 闭 集 ,由 定理 3.3.9 知 
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Alef] Bin (Ea, f) NAC TAREQ 为 [ay 的 n 外 ,并 取 
= E > 0, 使 /限制 在 @ 的 每 点 x 的 振幅 of las) 之 


另 一 方面 , 若 z € QO, We ER (x) ,使 得 y 关 xz,|y 一 xz| 二 
Y(x), 有 | 


ER 
%Q RHQ. 之 并 ,m= 0, 土 1, 土 2,…,n = 2), EH 
m m+1] 1 1 
Qu = {zlzeQn[ a J <ræ s]. 


n 
由 定理 3. 3.9 系 , 必 有 区 间 (c,Q) K Qm tE Qua EQN CD PA 
E, ER z :zz EN ed MH Lry E Quas 

[z — z| < min{7(z,),7%(2)}, 

jz — y| < min{Y lx), YOD}, 

|z: 一 了 | < min{Y (zs) ,YCy)}, 


得 
Ixen) -fw <E, 
Ia) -f< È, 
Iir -fol <È, 
IKin yD — fl < È, 
xirad ~ Fl <4, 
IML 22] 一 fled] < 2 

从 而 


|. f(z) 一 F (22) | < ô, 
HY 21522 ÆN (c,d) 中 任意 性 ,这 与 了 la 在 Q 上 每 一 点 的 振幅 
a > 6 FE. 
注意 车 1 二 [ab] C [01] NEM RROD 就 确定 了 二 元 函 
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K F(a,b),0<a<b< ELIRA. 可 以 总 结 为 下 列 定理 ; 

定理 3. 3. 18 ”下 列 结论 是 等 价 的 

(f(z) 是 [0,1] 上 第 0 或 1 类 Baire 函数 , 即 f € Bo U B. 

(2) Ef A, (rf) > A} 与 {x|f(z) < A) 都 是 F 集 . 

(3)[0,1] 上 任 一 闭 集 P,flr 在 已 上 有 连续 点 . 

(4) 存在 二 元 函数 F(z,y),0 之,y <1 AE y SRE E 
y 点 连续 ,固定 x 对 变量 y 在 zx MER, BA Faa) = fC). 

(5) 存在 二 元 函数 F(x,y),0 志 zx,y 态 1, 分 别 对 zx,y RCE 
固定 x,FCx,y) 对 变量 y 连续 ,固定 y,F(x,y) 对 变量 连续 ) ,使 
得 了 (rzr) = f(z), ,0G 271. 

(6) WI = [z,y] C (0,11, FER RK 9x7) ,使 

limga) = f(z), 

即 对 任意 e> 0; Hé>o, ¥zE 1 [= [ry] C [0,1], 
ocy rashi, A pD — fa ae 

(7) 存在 二 元 函数 Fr,y) Lr << yS 1 EEA) 上 
沿 二 象限 是 连续 的 ( 即 z<z 扩 3 zy >z ht, E Flay) > FG, 
2) = f) 0 z1). 

MEB ADEM), Dee. MER KWEA 
(D2) >) (1), (6) > (7) 6)» 
证 阴 (1) 二 (5) 车 ffEBUBo 必 有 用 == lfa © Bos 
. f(z) — f(z},x 三 [o,1], 从 而 存在 严格 下 降 氢 列 K, = 1,K, > 
0, 使 得 任何 I = [xy] c [0,1], lx — z| sS Ky» 

[fn — fol <t, 
构造 二 元 对 称 函 数 
pha + A — phate, 
Wye ert pK, + a — pKa 0K pal, 

f@), Ñ r= y, 
F(y,z); Mya. 


F(z,¥) 一 
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下 面 证 明 F(z,y) 是 分 别 对 z 和 y 连续 , 且 F(z,zr) = f(z). 
4O0Sac<y<1,Kuai<y—a< KA 
y= at pK, t+ A p)Kyi.0< p<, 
若 对 于 z 有 
Kap yp azr K,, 
NS 
yoet #K,+ (1 — P Kan E A <l, 
当 z 一 了 时 ,pr 一 p HA 
下 (zy) — Flz,y) 
=pf lx) 十 《1 — Pfr) 
— PF.) + — p Fn (z)) 0. 
H y= rt Ko Mp1. A Ki 过 yy 一 过 KK, 情形 
如 上 . 
MAA K<y—2< Ky, 
y= z+ p’K,, + (1 pKa 
其 中 0 二 六 之 1; 当 z 一 工时 ,pr 一 0， 
zy) — Flz,y) 
=f) 一 (加 jz H O pS) O, 
H r= y, <z, Tn 09 Bf, 
|F(z,z) — Flz,2z)( = (f(z) ~ fix) | > 0. 
这 样 得 到 固定 y 对 z 连续 , 同 理 可 得 其 他 情形 . 
TERA (5) 过 (4) 由 于 二 元 函数 (x,y) ,0 S ary S 1, 分 别 对 
ZK,y 连续 ,自然 对 x 在 y 连续 ,对 y 在 x ER. 
证 明 (4) 志 (1) 车 存在 上 述 二 元 函数 
Fr 0S ay 1, 
at 2 在 y 连续 和 对 y E r ER, H F(x,zx) = f(z). 
Ki f & BU Bo, 由 定理 3.3.14 必 有 完备 集 Q@ 使 f 在 Q 上 
每 一 点 不 连续 ， 即 振幅 wlfiasz) > 0， 令 @ = 
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tlela) >>}, m=O, 其 中 @Q, 是 闭 集 ,由 定理 3. 3. 9 
m, VAL p] En, aA) N Q CC Q., PARR Hep] N A, 
并 到 8 = 1 > oE S 限制 在 Q 的 每 点 z WR oS larz) > 6. 


另 一 方面 ,由 F(z,y) 的 性 质 , 对 x € Qs 必 有 正 数 7(z)， 使 得 
任 y 关 zx,1y e| <ra, H Fi 


IF) w<, # 


|\F(y,2) — f(r) | <4, 
QH Qum 之 并 Gm = 0, £1, 1 Qt = 23 A 
an- (else en [EAH] cro <4) 

由 定理 3. 3. 9 的 系 , 知 必 有 一 个 区 间 (c,d) B Qna E Qua E N 
(c,d) 中 稠密 , 任 取 By 9 之 2 € Q n (c,d) 必 有 Ty € Qua? 

|z — 之 | << min {7 (z1), Y (x}) ’ 

je — y| < min(%(z),7(y)}, 

| zz 一 xt <= min{7Y Cz2) ,7(y)}, 


Faz) — f <È, 
Fee) fal, 
[Fr,y) 一 fO 
[F(z,9) fol 
|FCy +22) -FOl < 


\Fly.z2) 一 F(z) | <T 
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从 而 
LFD — f(z) | <8. 

HFa EN (cd) 中 任意 性 ,这 与 Flo 在 @ 上 每 一 点 的 振幅 
WS > FAS A B UB RK. 

eR DEB (7)O(6). 由 于 7= [z,y] c [0,1], TD) WK we 
数 等 价 于 二 元 注 数 Flr,y) OS rcy< 1, 而 img(7) = fe), Bp 
对 任意 e 汪 0, 有 58>0, 当 z E T= [zx,y] 忆 [0,1],y 一 xz 之 8 时 ， 
有 |e) 一 f(z)| <e 这 是 与 二 元 函数 Fey) Lry], 
在 每 一 点 (>,z) 上 沿 第 二 象限 是 连续 的 ( 即 x<z,z < y),r,y>z 
W A Flr, y) — Fle) = f(z),0S2e€ 1. 
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第 四 章 Darboux HR 


数学 分 析 教 程 中 已 经 提 到 闲 区 间 [a,5] 上 连续 函数 具有 介 值 
性 ,表面 上 看 来 介 值 性 是 反映 了 连续 不 间断 的 形象 ,因此 未 经 细 想 
似乎 觉得 函数 连续 性 与 介 值 性 已 经 相距 不 远 了 ,其 实 这 是 一 种 误 
会 , 本章 将 讨论 具有 介 值 性 的 函数 . 


§ 4.1 Darboux 羡 数 概念 及 其 例子 


定义 4.1.1 所 请 函数 f 在 [a,5] 上 具有 介 值 性 , 是 指 任意 
Ly ekg € [a,bj,y 是 介 于 F(x) 5 f(z.) 之 间 的 任意 一 个 数 , 则 总 
有 zs 介 于 zi 与 x 之 间 , 使 y 一 A(zxs). KARTE Sf [eb] 上 是 
Darboux 函数 ,简称 也 ER, H S ED. 
为 了 讨论 得 更 深入 ,再 引进 两 个 概念 . 
MERA S 具有 无 穷 介 值 性 , 记 为 + E D 是 指 上 述 定 义 中 ， 
有 无 穷 多 个 r NF zi 与 rz 之 间 , 使 ? = fs). 
所 谓 函 数 了 具有 < IMATE, AS E D 是 指 上 述 定义 中 ,有 
(个 zs, 介 于 xi 与 za 之 间 , 使 y = f(xs) ,其 中 c 为 连续 统 之 势 . 
因为 连续 函 教具 有 介 值 性 , 故 有 关系 囊 全 万, 具有 < 介 值 性 必 
ALATA SAMA, Bt D** CD* CD. 
例 4.1.2 连续 函数 有 介 值 性 ,但 有 介 值 性 函数 未 必 连 续 . 如 
K% 


wt. + 
0 x=0 
具有 介 值 性 ,但 在 0 点 不 连续 ,(0,1] 中 没有 无 穷 介 值 性 ,更 无 < 介 
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值 性 . 
& P ALO,1] 中 Cantor 集 ,{(o,5.)}) A P 的 接 邻 区 间 全 体 ,f 
455 g 为 引 理 3.1.2 C4), 8p l 


Kix) = | x € [anh], 
0» ”zz 为 其 他 . 

a(x) = | zE [abs 
0» z 为 其 他 ， 


MFEDMAg ED. meP EMEREAB. 
44.1.3 处 处 不 连续 而 有 < HAE BR. 
车 xz E [0,1],z 的 二 进 小 数 表示 为 - 

i= 0. aag apt" ; 
其 中 规定 z 关 1 时 ,不 以 1 为 循环 , 则 


W(x) = lim sup atatrta 


具有 下 列 性 质 ， 

(1) W 的 值 域 为 [0,1], 即 克 (z) 取 [0,1] 中 每 一 个 实 值 . 

(2) W #4E—EK lle, A] C [0,1] 上 取 [0,1] 中 每 一 个 值 , 自 
然 W E D* CD. 

(3) W 在 任 一 区 和 间 [a;86] C [0,1] 上 取 [0,1] 中 每 一 个 值 c 
K. R oE M {ziwa = E) 在 [0,1] 中 为 c- 稠密 集 ， 

先 证 性 质 (1) ,事实 上 容易 计算 

Wo) = 0,W (0) = WO,1) = 1. 

再 则 当 EE (0,1) 时 ,构造 x = 0. aaran, EW Cao = E. 

为 叙述 方便 ,不 妨 设 表 为 十 进 小 数 0.58.8.…5…( 不 以 9 为 逢 
SR) ,考虑 z 的 前 十 位 数码 a ,as，,… saio SIERI 10 一 项 取 为 0， 
F b 项 取 为 1, 可知 


a + Gy + vse 十 ae _ 


10 0. By. 
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HK, E asas sto 各 码 中 , 令 其 后 bib: — 6, =), X 10+ 
,— h 项 目 为 1 KRHA 0. WA 


a ta ti ta tay +t 1 Aigo _ 


依 此 方法 , 对 arpia sort! 各 项 中 ， 令 其 后 面 的 
hba Ém = bbb, 项 为 1 ,其 余 均 为 0,44 
ar t a ten tagt 
10+! 
如 此 继续 ,就 可 对 cy = 0. aayan s 构造 出 
a 十 a, to ta 


n 


= 0. byba-bat1- 


W (zo) 一 lim sup 


-=lim a 十 az 十 … + aio" 
1 Ll 


=limo. bby+*b, =, 本 总 下 一 所 
其 次 证 性 质 (2) ,由 于 
l W (z) = lim sup atat ta 


BM r = 0. a,a,--a,- HEM Ae FFA Se AH a, 
üzs" sy 的 改变 ( 取 0 或 1) 而 不 变 ， 即 
ata, + e +a 

n 


W(x) =lim sup 


=lim sup a tay tert ox tan t + an 


可 知 在 任何 区 间 [0. a…ews0. .ow + A | EW 都 取 [0,1] 
中 每 一 个 实 值 , 即 W 为 在 [0,1] 上 的 AR. 

最 后 证 性 质 (3) , 若 z = 0. gay ae HW) = $e Z 
进 小 数 中 第 10 项 ,10: 项 …,10" 项 ,…, 任 音 置 0 或 1 所 得 zx', 则 
Wir) 一 W(x) 一手 这 是 因为 


|W (a) — Wia) | < lim J = 0. 
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由 于 z 通 过 上 述 方 法 得 出 的 二 的 个 数 为 c, 可 知 WW 在 [0,1] 中 
任何 子 区 间 [e, 6] 上 取 [0,1] 中 每 一 个 值 S 有 次 ,自然 克 短 万 …. 
即 {zjW(z) = £ € [0,1]} 在 [0,1] 中 为 <- Be. 

由 于 凡 有 性 质 (3) 的 函数 ,任意 改变 有 限 或 可 列 个 函数 值 所 
得 的 男 数 仍 满足 性 质 (3), SF AE We) 改变 的 一 个 值得 出 同样 
有 性 质 (3) 的 函数 . 

例 4.1.4 具有 * 介 值 性 而 函数 图 象 不 连通 的 例子 

设 在 [0,1] 上 函数 

Win), 若 z 天 多 (xz)， 
0; Gax= Wx). 
对 每 一 & E [0,1] ,水 平 集 {zx |g(z) = 与 {z|W(z) =H WEA 
差 一 点 ,因此 g(x) SW) 一 样 具 有 的 上 述 三 个 性 质 ,但 有 趣 的 
是 7 一 &(z) 的 图 象 与 消 数 y 一 工 的 图 象 只 相交 于 原点 (0,0). 如 果 
只 考虑 在 (0,1) 上 ,这 两 个 图 象 就 没有 交点 . 这 样 y = g(x) HS 
能 被 两 个 开 集 
a4£={@w|O0<ar<l,y>s}, 
b = {zp lory zr) 


a(x) = 


所 分 离 . 

一 个 D** 类 函数 g(x) 的 图 象 出 现 不 连通 的 情形 , 乍 然 看 来 
是 难以 理解 的 . 这 说 明 DD 函数 与 连续 滑 数 极 大 的 差异 . 

例 4.1.5 具有 介 值 性 函数 对 加 法 运算 不 封闭 的 例子 . 

设 Alr) = glx) —2,2€ (0,1). Hts 是 上 述 的 DD 函数 ,而 
工 是 连续 函数 ,都 有 介 值 性 ,但 其 差 h 却 没 有 介 值 性 ,因为 g(z) 在 
点 0 附近 有 无 穷 多 个 点 取 值 1, 而 在 点 1 附近 有 无 穷 多 个 点 取 值 0， 
这 样 h(z) = g(x) 一 工 在 点 0 和 点 1 附近 中 分 别 有 无 穷 多 个 点 取 
EARME MARA zE (0,1), fate) = g(x) 一 之 一 0. 这 个 
例子 表明 D 函数 对 于 通常 的 加 法 运算 不 封闭 . 又 一 次 看 到 DD 函数 
与 连续 函数 不 相同 的 性 质 . 

注 4.1.6 ”以 上 例子 只 要 进行 适当 的 变换 ,就 可 以 将 定义 域 
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或 取 值 范围 改换 为 任意 区 间 甚 至 是 整个 实 直 线 R E. 如 
Wz), xE {z|W(z) =0 KR Wiz) = 1}, 
kx) = | 


tal W(x) — 二 jx， [0,1] 中 其 他 x 


“为 定义 于 [o,1] 而 取 值 于 (一 00,00) D+ 函数 .而 娃 二 2] 为 
定义 于 [4,6] RET 00,00) 的 D* 函数 , 即 对 任何 实数 4, 水 
PRE = (z a| ZE) = ella, bI ENTRC g] 中 是 < 
稠密 的 . 

由 这 些 函 数 可 以 构造 某 些 不 寻常 的 集合 和 函数 ， 

定理 4.1.7 区 间 [a,8] 总 可 以 分 解 为 两 两 不 相交 的 有 限 个 
或 可 列 个 甚至 c 个 在 [a,5] 上 c- 稠密 E 之 并 ( 即 任何 子 区 间 
(2,8) C [a,b] PAE, BY c 个 点 ), 即 [4,85] 一 E; U E, U “ee U E, 


Alad] s ÜE, Blab] = U Be JER EEn BI Ee 19 
为 在 [a,6] 中 c- ABR. 
证 明 ERC) 如 注 4.1.6 中 所 定义 , 设 1(z) 一 对 于 二 | ,下 
列 分 解 就 满足 要 求 
[a,b] = {x[i 20} U (zli <0} 
= Ü {zln -—-1<l@) <n) 
SeH a = 


FE (一 oo 
定理 4.1.8 EL) HLM. [a,b] = E, UE, HE, 
= {z |iie) 20), E = {xia <0}, WF = 1,2, FEE, EF 
BR g,9 EE 的 任何 部 分 (a,8B) N E ERE SHE Ho 次 ， 
证 明 A.C) 为 映 [0,c0) 到 (一 00,00) 的 一 一 对 应 ,bfz) 
为 映 ( 一 ce,0) 到 (一 co,00) 的 一 一 对 应 . 令 
atx) = h,a E Er, 
pI) = hU), r E E. 
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即 符合 定理 的 要 求 . 

注 4.1.9 Darboux 函数 对 于 加 法 与 乘法 是 不 封闭 的 ,近年 来 
有 更 深刻 的 一 些 结论 . 如 1975 年 Bruckner 在 [59] 和 1989 年 
T. Natkaniec 和 W. Waldemar A FARK. 

《1) RAWR 中 可 列 稠密 集 ,f € DD 且 在 任何 区 间 不 取 常 数 . 
则 存在 函数 & E D ,使 得 在 每 一 个 区 间 1 上,(f 十 OW) =A. 

(2) RAWBR 中 可 列 稠密 集 ,0 E 4, 则 每 一 个 了 € 万 , 必 有 8& 
E D, 使 得 每 一 个 区 间 了, 当 了 在 1 不 为 常数 , 则 gt) 二 R 且 
Cf。g)(1) =A, 当 上 在 上 上 为 常数 , 则 gs 在 上 也 为 常数 , 且 
(fg)(I)E A. 


§ 4.2 Darboux 函数 若干 病态 性 质 


具有 介 值 性 的 DD 类 函数 与 连续 函数 还 有 一 些 大 相 径 庭 的 性 
质 . 本 节 再 进一步 加 深 对 此 的 认识 . 

定理 4.2.1 在 [ce, 缮 上 任意 有 限 值 函数 了 总 可 表 为 两 个 
D 函数 之 和 , 即 存在 两 个 忆 ”" 函数 & Gh ES th. 

证 明 ”由 定理 4.1.7 与 4.1.8, 存 在 互 不 相交 集 E 及 函数 g 
(G= 1,2),[a,6] = E, U Es, E; [a,b] 中 为 c- 稠密 的 , 且 对 任 (c， 
D C [4.6], AEN (2,8) 上 取 任 何 值 c 次 . > 
alr), -xz € Es 
F(x) — plr) z € E 
fi@)—@@, sE, 
plr), rE Ey 
故 在 [a, 妇 上 有 了 一 有 十 六 HF REE MD 上 取 任 何 实 值 < 
次 ,从 而 & 与 产 在 (wp) Clad] 上 ec 次 取 任 意 值 , 即 g,h ED.. 

定理 4.2.2 车 f 是 在 [a,58] 上 任意 有 限 值 函数 , 则 存在 一 列 
D BRS) ,使 
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az) = | 


A(x) = | 


lim f, (x) = f(z). 
证 明 BEM 4. 1. 7 中 函数 1(x), 令 
EP = {z|x E [abilr) <n}, 
E® = {x|z € [a,b], ilz) >a}, 
pa EC, co) 到 (一 co,00) 的 一 一 对 应 ， 
f(a), z EEP, 
Cfa e ECE) = hl), zx € E®, 
HFC) 在 [a,5] 的 任何 子 区 间 (a, A) 中 取 任 意 值 < W, HEC) 在 
Ew 的 任意 部 分 EP N M 中 取 大 于 4 的 任意 值 c 次 , (Cx)) 
EEP N D PRR Hc K, ARS (2) EE? fA (e,6) PR . 
任意 值 c 次 ,而 EP 在 [a,5] 中 是 c 稠密 的 , 故 f(z) 在 (a,8) C 
[a,5] ERR ce KOS. E D Ar € [a,b], Mx), AN, 
Kz) S N, H n > N hfe € ELV, BI fa) = f(z). 8 
limfa) = f(z). 

定理 4.2.3 设 f(z) 为 [0,1] 上 任 一 函数 , 则 存在 DD 函数 g 
及 第 一 纲 零 测 集 五, 使 得 z € [0,1\E 时 , 恒 有 了 (x) = gie), 

证 明 ”首先 构造 一 个 零 测 集 

Ey = {zf|z = 025 为 三 进 小 数 ， 
OS 2S lane Nn if.d, 41}. 

BRE, 为 通常 的 Cantor 集 , 而 Es 是 将 [0,1] 进行 3* 等 分 ,在 每 一 
个 等 分 区 间 取 类 似 的 Cantor 集 的 并 集 . 

与 讨论 Cantor 集 一 样 , 知 En 是 零 测 集 , 且 在 [0,1] 中 是 无 处 


MEHRERE 一 Ü Ex 就 是 第 一 网 处 处 称 密 的 零 测 集 . 
对 下 列 每 一 个 区 间 [0,1], (0.1,0. 2), (0. 01,0.027 (0. 11, 
0.12), C0. 21,0. 22),… ,一 般 地 对 区 间 


0. By+*bq 90. bieb, + + (ERs =1, 


ff Cantor 型 集 忆 , 并 且 编 号 为 Pis 由 于 除了 对 [0,1] 以 外 ,对 上 述 
。73 。 


f(x) = 


所 有 其 他 区 间 都 是 在 开 区 间 内 构造 Cantor 型 集 , 所 以 这 些 Pi 是 两 


Bi RAH. AE = U Po 由 于 P: 的 势 为 c, 因此 每 一 个 Pi 可 与 
(— 90,00) 建立 一 一 对 应 应 得 a. > 

Ar) = plr) x E Pik = 1207s 
这 样 成 为 后 上 函数 ,由 于 对 任何 区 间 总 有 饭 被 包含 在 其 中 , 故 9? 在 
此 区 间 上 取 任 何 实数 , 即 在 [0,1] 的 任何 子 区 间 内 有 介 值 性 ， 
ge D,> 

g(a) = Ar), zee, 

f(z), x € [0.1 ME. 

显然 g(z) 为 [0,1] EDAR, H rE IJNES =e). 

从 例 4.1.3 以 及 由 此 演变 的 上 述 某 些 例子 虽然 具有 介 值 性 ， 
但 一 般 讲 它们 不 是 Baire 函数 甚至 不 是 可 测 戎 数 . 这 说 明 Darboux 
函数 太 广 泛 了 ,我 们 有 必要 先 缩小 一 些 范围 来 讨论 其 性 质 ,这 将 在 
下 一 节 开 展 . 在 结束 本 节 之 前 ,我 们 将 讨论 下 列 几 个 与 连续 函数 相 
eH ce A. 

定理 4.2.4 BS) 在 [a,5] 上 为 DD AR, e® Ele f] 
EX DARE gts) C [a,8], 则 了 fog 一 f(g(1)) Eep] EAD 
函数 ， 

证 明 HEF SEO) Se) ZA He DMA 
PF ee) 与 g(8) 之 间 , 使 一 7(7) ,再 由 & E DD, 知 有 9 介 于 aa， 
LZE =g OSESE  . 

土 述 推理 适用 于 [ae,8] 中 任何 子 区 间 . 这 就 证 明了 了。g E Dz 

定理 4.2.6 车/(z) 为 [a,5] LEAREN D AR. 则 了 在 [e b] 
上 连续 . 

证 明 由 于 f #E[a,6} EAE, Wu HER xe [asb], to <b, 
lim f(x) 总 是 存在 的 ,只 需 证 

lim 1 f(z) = F(a). 
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因 若 不 然 ,不 妨 设 


lim f(z) > f(a), 
由 上 的 介 值 性 知 这 样 总 有 
加 oo C I'n Tus 

使 

f(x.) > fla) 十 $ Clim f(a) — fla), 

Fa!) < f(a) + 44 lim Fx) ~ 20), 
从 而 

Fa) — Fal.) > E lim f(x) — flz0)), 
x ’ 


> Ifa.) — f(z") 一 ce， 


这 与 了 在 fa , 妇 ERE 
PEHI aE Ta lim SC) = f(x) WM f(z) Elab 中 每 一 点 连 


续 , 在 端点 ab 分别 为 左 连续 ， 证 毕 . 
其 实 , 上 述 证 明 中 ,由 


limf (x) f (o) + Ze lim f(x) — f(z) ) 
> fla) + Clim (F(a) — fz) 
> imf), 
这 与 lim f(z) 存在 矛盾 ,这 样 可 得 更 一 般 的 定理 . 
定理 4.2.7 ES) 在 [a,5] ASMA AS — Ae HME 
RWW fcr) Elab] 上 连续 . 
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§ 4.3 第 1 类 Baire 函数 中 的 Darboux 函数 


本 节 讨 论 第 1 类 Baire 函数 中 Darboux MH S, wH f € DB. 
这 类 函数 是 具有 介 值 性 的 B 类 函数 , 即 在 定义 区 间 中 不 仅 有 介 值 
HEA KU PEER E, S 限制 于 Ef|z 在 下 上 有 连续 点 ， 

定义 4.3.1 f(z) Ex E Lab] HAH (perfect road ) 
是 指 : 完 备 集 P OC [ab] r 为 P DUR S p 在 xo ER. 

注意 当 z [a,b] AED, TAT ES AN UA BA 
下 同 , 不 著述 . 

定理 4. 3.2 车 了 定义 于 [a,8],f E By , 则 下 列 条 件 等 价 . 

a FED; 

(2) 对 于 每 x+ € [a,b], FE ty $ x Fl Yu + x, (EAB 

f(x) = lim f(x) = limf (ya); 
(3) 对 于 每 € [ab], 
IME [lim inf f(z) ,lim sup I z)] 


N [lim inf f(z), lim sup f(z) } 


(4) 对 每 一 个 实数 4, 集 
{x| f(r) <A} Azelf) 之 4} 

若 含有 成 分 (Component) 必 为 紧 的 ( 即 若 合 区 间 必 为 闭 ). 

证 明 ” 按 下 列 程序 (1)=>(2) 二 (3) 过 (4) 过 (1) 进行 . 

(1)=> (2) Ë r € [ab] t Fa, 当 r 是 水 平 集 

Ey = {rlf (rz) = f(zo)} 
的 左 聚 点 ,这 样 存在 x, © Egs £n $ xos AMI f(x.) = S Ceo) ,进而 
lim f(z.) = f(a). 

M ory E E KEWL WBE O > 0, (ze — 8520) PE E W 
点 ,由 ED; 可 知 f(z) 一 了 (xo) 在 (xo ôt) 上 和 便 为 正 或 负 , 不 
HEHE. LA zi, 使 
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Zo — Ê <L T1 C Tos f(a) < fn) < flay) +1, 
依 此 继续 ,… LA Lat ff 


max {x 一 Lzh Lat1 “Les 


Fa) < fGen) < fla) + 9 
从 而 
En 4 Xo 且 lim f Cra) = f(xo), 
Aas Ze Eb ro € [a,b], 7 可 证 存在 Yn ț Zo ff 
lim f Cy,) = Fixa). 
(2) 二 (3) 由 (2) 及 
lim inf f(z) < lim f Cz,) < lim sup f(z), 


知 
f(a) € [lim inf f(z), lim sup f(z)]j, 
同 理 
f(x) € [lim inf f(z), lim sup f(z)], 
rors rer 
得 


fie [lim inf f(z) ,im sup F] 
N [lim inf f(z) slim sup f(z) J. 
(3)=>(4) 设 ta,B) 为 {x1f(z) < A} 的 一 个 不 退化 区 间 , 则 
F(a) <= lim n sup TOSA, 
TMAS lim m sup ESEA 
Map € {z| f < 4}, 故 [ep] Jeras A) 的 紧 成 分 ， 
(4)=(1) 
FAR URI, 4 f ARE D 函数 , 则 存在 区 间 [c,d] C [ab] 及 实 
数 # 介 于 ft) 与 Fa) 之 闻 , 在 [c,d] 上 f(z) ARE, 令 
A= {a|z € [c,d], f(x) > E), 
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B= {rz € [c,d] f(x) < f}. 
设 卫 与 4 分 别 为 4 与 互 中 不 退化 紧 成 分 全 体 ,而 @ 一 工 U A, 
令 
P = [c.d U Q WARTI E O), 
AP AME BFS EB WF 必 有 连续 点 z. 
若 设 xE A, Me Xe 和 4d, 存 在 开 区 间 V, 使 得 
xzEVC[icadajv fiPCA. 
而 YN\P 是 由 Y 中 端点 在 P 的 开 区 间 入 所 组 成 ,由 (4) WAC 
A. 因此 VCA, 必 有 QETT, 使 
VCQ,zc€ Q, 
这 与 x E PFA. 
当 z = c( 或 d) 时 , 则 同样 有 7 = (onc!) (或 (d' ,4)) C ALR 


Re RGR) 为 P 的 孤立 点 . 今 P\lc,d} 同样 为 团 集 ,了 限制 在 这 


个 闭 集 上 有 连续 点 z, 自然,z Ae 或 d, 归 结 为 上 述 情 况 . 
BF oc A Wre B, 同 样 可 以 类 似 处 理 ,从 而 得 了 E D. 
定理 4.3,3 FSEXTASASE BNSC DHKER 
件 为 下 列 条 件 之 一 成 立 . 
(1) 了 的 图 象 在 平面 上 是 连通 的 . 
(2) 了 在 每 一 点 x E lab] 有 完备 道路 . 
(3) 车 {zx E [a,b], fx) > A}S{r|zE [a,b] f(r) <A} 
不 空 , 则 是 双 侧 <- 自 密集 . 
(4) 上 述 (3) 中 两 集 是 双 侧 自 密 的 . 
证 明 ERREF EDM (>= D> Wosfe D# 
行 . 
feD> 反 证 法 若 了 的 图 象 不 连通 , 则 可 被 平面 上 两 个 
互 不 相交 的 开 集 O; 与 0, 所 分 离 , 令 
l A= (zzz € Qı}, 
B = {x| (x, f (xz)) € 0,), 
天 为 4 的 界 点 集 ( 也 是 吾 的 界 点 集 ). 
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F z, E€ K H r, € A, BP Cro, f Cr) CO. AS E DD, 必 有 
at, $ Zo f(x) > flao), 
Ya Y Lost Cyn) > F(z). 
从 而 当 ”充分 大 时 ， 
Cras f(r) € Ois Cras J C9) € Oi» 
Dr E Ary, E 4, 得 zo 为 4 的 双 侧 聚 点 , 同 理 , 当 xzo E B 时 ,zo 为 
B 的 双 侧 聚 点 . 
另 一 方面 , 界 天 SRA. S CB AS RE K 上 有 连续 点 
te APE To E A, KHAR EK fel V ,zo € V ,使 
{ry tr EV NEK, y= f) CO, 
RV ON KCA, 
Bi An) AVK 的 构成 区 间 ,， WA, FAA RB FR 
只 能 入 , CARA, CB. {EVN KBE- ASA ARWR, 
这 样 所 有 A CA MVC 4,zro 为 4 的 内 点 ,这 与 z 区 关门 了 
FB. 得 (1). 
(1)>(2) Br E lab), IER ei>, 
= {a| |F Cr} — firj <e} N Crores +8)}. 
Bik E 的 势 为 < 事实 上 ,对 任意 r © (20.89 十 ô), $ 
M, EEI flr) 一 ©) Blr, fla)) 的 线段 ， 
N, 是 连接 (zo, f(a) 十 5a, f a 的 线段 ， 
P: = M, U N: U (tow | ly ~ fird | Se}. 
即 两 条 线段 与 两 条 射线 之 并 . 因 上 /了 的 图 象 是 连通 的 ,不 可 能 被 P 
分 离 , 所 以 了 , 与 了 的 图 象 必 相交 于 M: RN. 上 ,交点 的 横 坐 标 必 
AT E. 
此 外 , Croto + 5) 中 不 同 z, 对 应 不 同 的 交点 ,也 不 会 有 相同 
的 横 坐 标 属于 E. 可 知 E 的 势 为 c 
Hu, HP PER, WEAF BBR EDR ACME 
中 必 有 完备 集 . 有 了 这 些 事实 为 基础 , 现 可 证 (2). 
Fea = 6 = 1, 取 完备 集 PC (zoyzo +i) tE P, LA 
a 79 « 


. | f(z) 一 flzo)| al, 
再 依 此 取 
i, 
n 
DARE PP, C orto +E) 且 当 zx € P, it, 
IF — Fadl < E, 


6, = min{ |x — zo| sx € Pa-i}s 


$ 
Q= {x} U ÜP.» 

W 为 完备 集 ,zro HARRA, J la 在 ro 点 连续 . 

同 理 可 构造 出 R, 以 zo HARRAH fle 在 zxo 点 连续 ,从 而 
PP 二 QUR 为 /在 zo 点 的 完备 道路 . (2) 二 (3) ERr € {rlr 
E [abh f >>4), 由 (2) 知 ,f(z) 在 zo 点 有 完备 道 路 PP, 即 在 
xo 限制 于 PP 上 连续 , 故 有 r RRV, 使 

PNVC{xIzE [a,b], fC) > A}, 
Az APN Y 双 侧 <- 自 密 点 ， 自然 x BH 
{xix E [ab]: J > A} 

的 双 侧 <- ARA. 

(3)=>(4) 是 不 言 而 喻 的 ， 

(=f E DES ED, WEEL d] RERF LO SID 
2m ied] 上 没有 x, 使 f(x) 一 和 由 于 

A= {zlr € [c,d], f(x) 2 Ê}, 
B= {zlze [c,d] f <8} 

RES WARM K H ARROLE BKI, WK AA, hf EB, 
fix 有 连续 点 t PRB r E 4, 存 在 开 区 间 Y, 使 7 NK CA 

BA.) 为 V\K 的 构成 区 间 , 和 ,的 端点 都 E 下 ,入 ,中 再 没有 
RAMA. 或 含 于 4 或 会 于 B, 但 后 者 是 不 可 能 的 , 因 车 有 一 个 
An = (a,b) ZF B, W e PE ARRATE, FE. 从 而 所 有 A 
含 于 A, 这 样 V ATAR a CK FB RASC D. 证 毕 . 
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关于 DB, 的 特征 先 介绍 到 这 里 , 以 后 还 会 有 一 些 特征 出 现 . 
Ceder 和 Pearson 在 1983 年 在 [71] 给 出 了 比较 全 面 总 结 ,可 供 读者 
参阅 . 

例 4.3.4 这 里 给 出 最 简单 的 DB, 类 函数 几 个 例子 . 

CL) FEAR FH 总 是 BS hhh i SB Sma, A 
有 介 人 秆 性 的 , 且 存 在 函数 Fe 

tim F(z + ha) — F(z) 
BF S RRA RERI. a ER) I 也 是 连 
$e oR Re HRP f(x). 
(2) 上 章 4.1.2 Ph, f EF DB, W. 
(3) 设 P 为 [0,1j Cantor Æ, {(a,,5,)} 为 其 接 邻 区 间 . 设 
0, aE P, 


aa the 
Fiz) = Cn 为 任意 ， z= 2 d 


= f(x), 


线性 ， xz€ (a, TA) U (Sts), 


W/E DB AT LHE, 4 HR c 一 0 时 ,yj 是 连续 的 . ) 

例 4.3.5 DB, 类 较 之 DD 类 与 B, 类 范围 小 多 了 ,但 它 所 包含 
HERF) 还 是 可 相当 复杂 又 广泛 的 (甚至 也 包含 着 某 些 病态 函 
HO). Croft 在 文 [72] 构造 了 一 个 函数 六 E DB, F(x) £0, Flr) 
=Qae. 成 立 . 

BE 2 € (0,1) 的 二 进 表示 为 


z=0. Må a," = Da2, 
a=l 


Zr = Ja", 
a=1 
KR a, = 0 或 1. . 
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车 {z}) F z 的 小 数 部 分 , 则 
{Zr} = 5 an2 "Ti = 0. ipili" s 


n=i+1 


F(x) = inf { {ax}, {22x}, {2r} 00} 


r= Sa2™,1 — z= 31.27, 
Hf a,+6,= 1.4 T 
F(x) = min{ f(z), fQ — x}. 
注意 f(z) 取 值 与 x 表现 有 关 , 即 当 z 有 两 种 表示 时 (以 0 为 
循环 或 以 1 为 循环 ) So) 取 值 可 以 不 同 的 ,但 F(z) 却 是 唯一 确 
定 的 . 例如 
= 0.10 = 0.01, 
但 
f(0.1) = 0， f(0.01) = 0.01， 
而 
fa — 0.1) = f(0.01) = 0.01, 
fa — 0.01) = f(0-1) = 0, 
F(0.1) = F(0.01) = min{ f (0. 01), f (0. 1)} = 0. 
现 证 (1) F(z) É 0, 事 实 上 


1 01,2 =0.10, 


3 OO = 
soo.0i) =o0i=4, 
f(0.10) =0.01= $, 


EERTE 1 3]]-de0 


” (2) F(x) ae. 一 0, 因 歌 固定 整数 上 > 0,4 
5. 一 {zr|{2*x} 表 式 中 前 项 不 全 为 零 ,z € (0,1)} 
= {zi{27r) peor € (0,1)}, 

mS, 一 (1 — 27*)2-" .2 = 1 — 2 

与 2 无 关 , 且 
mÍ 1S.) = (1 NHM, 
ik 
m( ÑS.) = 0, 

且 当 x € NS. HA Se) <2 

由 于 ERE AD, KILPAA fcr) 与 Ftr) = 0. 


z-i“ 
(3) FE B+ 
F(z) = min{ {27r}, {27 — 2h}, 
F(z) = min{f 户 (rz) f(z}. 
fa) 与 F(x) BREAN, A F,r) y F(x), BFE B,. 
(4) FED, i Flr) =a>0,fFo< 8a, MAE x, BE 
: 总 邻 域内 的 左右 两 全 都 可 技 到 < ,使 
x € {z|F(r) > f}, 
Iz PCr) > A } 是 双 侧 自 密集 . 设 
a 83 + 


Hq =O. garapan" 


-让 


oven, = 
上 式 每 对 六 角 括号 内 容 称 为 单元 ,一 般 项 称 为 第 十 1 个 单元 . 
由 于 F(zo) =a>0,tte>(1)" tema d N, 使 
< 
这 样 zx, 的 第 十 1 个 单元 中 的 前 N 个 w 不 能 全 为 0 也 不 能 全 为 1， 
L 1 gtl 
Bx TES 1) , 则 有 
I{27z0) — eE), 
Maa — 209) aant), 
从 而 | 
KORSTEN EIE 


F(x) >a- (1) >g. 


REF) > 8} ERA AER. 
BA {2 | < 8} 不 空 时 ,也 是 双 侧 自 密集 . 由 定理 
4.3.3 C4), IF E€ D. 


$ 4.4 ”最 大 可 加 族 与 可 乘 族 


本 节 讨 论 DB, 函数 对 于 代数 运算 和 其 他 运算 的 关系 . 

定义 4.4.1 BRERA] 上 定义 的 函数 族 5S, 称 

. T= {flf +g € 35, 对 所 有 g € sS) 
为 5 的 最 大 可 加 族 ,而 

T! = {f|fg E€ 5S, 对 所 有 g E S} 

HS 的 最 大 可 乘 族 . 

连续 函数 族 是 其 本 身 的 最 大 可 加 族 和 可 乘 族 . 

定理 4. 4. 2 ”连续 函数 类 是 DB, 的 最 大 可 加 函数 族 . 

证 明 ”首先 证 明 对 每 一 f eC B Re € DBi, 必 有 

f+g€DB. 

BOLE Elg 必 有 2 的 完备 道路 书 , 这 个 书 也 是 了 十 
5 在 xz 的 完备 道路 ,可 知 f 十 g © DR. 

HEKERE S & Bo VA gE DB, ES + e & DB. 

ELMS a DB, ARR g= 0 BAT. 

fC DB, WS & B. RI c E S MBAR, HERAA 
连续 点 ,但 由 4. 3. 2 中 (3) 知 

F(x) € [lim inf f(x) slim sup f(z) J; 


AXA, Ry, A f(zxo)， 
nE [lim inf f(z) „lim supf (r) ]. | 


令 
giz) = 人 EEPE 
Yos H rK To 
由 4. 3.2 中 (3) BA g E DR. M 


0, “4x > ros 
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Elros) 没有 介 值 性 ， 因 FI (za) 一 g(a) = F(z) 一 Yo 天 0, 而 z 
> 1 f(z) — g(r) 三 0. 故 f 一 g & DB. . 
这 样 证 明了 B。 是 最 大 可 加 族 . 
定理 4. 4.3 ”连续 函数 族 是 DB, 的 最 大 可 乘 族 的 真子 集 . 
证 明 OM SE 可 及 gEDB5 时 , 必 有 Js © DBi( 其 证 明 如 
定理 4.4.2), 可 知 B 为 DB, HK RRA TR. 
THSsh—t} wR S & Bo, 但 对 任何 & € DB,, 都 有 
fg € DB,, 这 说 明 B 仅仅 是 DB, 的 最 大 可 先 族 的 真子 集 , 令 


F(x) = sin 2,4 2 £0,f0) = 0. 
TA Ff E DB, MS Ex = 0 点 不 连续 , 即 f 后 B. 
FH, SHE g € DBA fg € DB. 


因 当 x x Q af, 由 4.3.2 (3), AEFE x $ Bs Va yz 使 
gla) -在 (By — gy), 


从 而 
CrDEBCzn) > Fedex). 
4r=— on, ABR 
Ta 1 Ry. = +, 
则 


slef] = s| 一 1 e| 一 1) = 0— f(0)g(0). 
由 4.3.2 中 (2) 可 知 fg © DB. 

注 444 ”以 上 对 DB, 结论 不 适用 于 DD, 因为 我 们 已 知 连续 
函数 与 DD 隆 数 之 和 不 是 DD 郴 数 . 最 近 有 趣 的 一 个 结果 , 由 
B. Kirchheim 和 T. Natkaniec!™! 在 1990 年 所 得 到 , 他 们 证 明 存 在 
一 个 万 有 坏 的 也 函数 了, 使 得 每 一 个 不 在 任何 区 间 取 常数 的 连续 
函数 g,f 与 g 的 四 则 运算 都 不 是 DD WR, RY BH DDB 的 不 
同 . 

注 4.4.5 关于 刀 函 数 的 某 些 函数 类 的 最 大 可 加 族 与 可 冬 族 
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的 研究 可 参考 J Jastrzebski 在 1987 年 的 文章 [86]. 

定理 4.4.6 Wis} BERG] LRH, S.C DB, B. 
SFERA E—-RUWRF FS f E DB. 

证 明 ”由 定理 3.1.5 知 廊 E 囊 ,六 在 7 上 一 致 收 伍 于 S, W 
FE 五 . 

再 利用 定理 4. 3. 3 中 (4), 可 证 E DB. 只 要 证 明 当 zz, 为 1 上 
的 内 点 , 任 A ER 有 zoE {z| f(r) < A}, W z Birl f <A} 
RMR, AE o> 0, 有 zi E (rat Of lz) <A, 
tı E (£o — 8420), f (22) Z A. 

Beast, xf © — ALGO ,有 N n > N 时 ,对 所 有 
tE (rzo 一 人 zto 十 及 CC 了 都 有 | 六 (rz) 一 zi <e. 

A fw € DB, ,存在 zl E (Zosta + 8) Rx E (a— 8,zo)， 使 
P [Sult — fula | < E, | fult) — fuled | < e ATT 

FAE) 一 fxr) | 
L|) 一 六 (ro + [fyl — fyl) 
+ Ifni) — fy) | < 3e. 
BW f(a) f(r) + 3e < A. 

同 理 f(a.) < A 4 f € DB. ) 

注 4.4.7 本 定理 对 DD 函数 并 不 成 立 , 即 任何 一 致 收 敏 的 万 
函数 列 的 极限 未 必 是 厂 函数 ,这 个 间 题 讨论 可 参见 Bruckner 的 文 
章 [55] 

定理 4.4.8 BHI LE Se DB, BRA 

“(DD 车 g 在 区 间 J 上 和 连续,g(J) CITE 
， f- g= f(g) € DB.. 
(2) Be ELD 上 连续 , 则 g 。f EDB. 
证 明 ”由 于 定理 3.1.4 及 4.2.5 知 在 上 述 条 件 下 , 当 f EB, 
时 ,ff g €E Bogs fe B, 
HASSE DHS og e Digs f EDD. 从 而 得 证 ， 
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第 五 章 ”近似 连续 函数 


如 上 所 述 ,DB, 类 的 范围 还 是 很 广 的 ,近似 连续 函数 类 是 DB, 
的 子 集 , 近 似 连续 函数 类 有 很 好 的 结果 , 它 与 下 一 章 所 讨论 的 导 郴 
数 类 有 紧密 联系 ,本 章 讨论 其 基本 理论 和 性 质 . 


§ 5.1 近似 连续 函数 概念 


定义 5.1.1 WR=(— 0,00), BER PIL) 可 测 子 集 ， 
tE R, 分 别称 
l mE (| [zorz +A) 
h 


lim sup 
aot 


和 
lim inf 


kat 


为 集 E É Xo 的 右上 和 右 下 密度 , 记 为 d* CE, £o) 和 d4 (E, To). 

同 理 可 定义 集 五 在 zx 的 左上 和 左下 密度 , 记 为 4 Er) 和 
d- (E,ro), 

A d+ (Exo) = d4 (Erro) f, WBE Ex, 的 右 密 度 . 

FW ERS E HE r 的 左 密度 . | 

M dt (E, £o) = dy (Ezo) = d` (Ez0) = d- (Ey x0) E, M) 
称 此 公共 值 为 集 瑟 在 xo 的 密度 , i dE, zo). 

M dEr) 一 1 时 , 称 zo ARE MSHA. 
Gd, (E2) 二 1, 称 zo HE E 的 右 全 密 点 . 
同 理 , 当 d_(E,zro) = 1 时 , 称 zo 为 E 的 左 全 密 点 . 


而 当 d(E,zo) 二 0 时 , 称 zo 为 EE 的 稀薄 点 , 当 4dCE,zxo) > > 
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mE MN [torzo 十 天 | 
h 


时 , 称 tHE 的 优 密 点 (preponderant point). 

类 似 地 ,也 可 定义 集 巨 的 左 , 右 称 薄 点 或 优 密 点 . 

(1) Fa ARE HRA Wz, HE E KRECE HERA, 
a ， 

(2) 若 ze 分别 为 E ME, 的 稀薄 点 (或 全 密 点 ), 赐 z 也 是 其 
FRE, U E: 和 其 交集 EE N E: 的 稀薄 点 (或 全 密 点 ). 特别 ,对 任 
何 6 > 0,zo 是 集 [zo 一 6,zo 十 的 N E HRA RSA). 

定理 5. 1. 2(Lebesgue) 车 互 为 可 测 集 , 则 吾 中 几乎 处 处 是 五 
HERA. l 

证 明 ”不 妨 设 EE 为 下 方 有 界 的 , 令 

1, 4rek, 
fæ = lo 4 x € (— 00,00)\E. 
KF 


PCz) = [7 (tdt 
在 (一 coyco) 上 为 上 升 函 数 , 由 Lebesgue 微分 定理 可 知 ox) 在 
(一 co yoo) Eae. Wm, E gir) = F(z), 
g) =lim Ef Fede 
一 lim mE N ENEA th D 
per h 
=f (x) 
在 EE 上 也 是 a.e. 成 立 的 . RTE E Hae 有 
mE 和 EMEN +h) 
h =], 
定义 5.1.3 Bf) EXTRAIT Ezo E LR F(x) Ë zo 
点 是 近似 连续 的 ,是 指 存在 集 互 CT,d(E,zo) =1 H fle Ér M 
.连续 的 . 


| ER 当 z 为 区 间 端 点 时 ,zo 是 互 的 左 或 右 的 单 侧 全 密 点 . 
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4 f(x) 在 区 间 了 的 每 一 点 都 是 近似 连续 的 ,别称 f(z) 在 T 上 
近似 连续 . 

ESO 在 7 上 除了 一 个 零 测 集 以 外 所 有 x 都 是 近似 连续 的 ， 
则 称 f(z) 是 在 7 上 a.e. 近似 连续 的 . 

不 在 区 间 上 而 在 任意 数 集 EE 上 定义 的 函数 ,也 可 以 用 上 述 同 
RAE WERE |S RBA EL BAS) 定义 近似 连续 
性 . 

” 昌 然 区 间 上 连续 函数 在 其 区 间 上 每 一 点 总 是 近似 连续 的 ,但 
是 E 上 (或 限制 于 EE 上 ) 的 连续 函数 未 必 在 E 上 每 一 点 是 近似 连续 
的 ,这 是 因为 瑟 中 的 每 一 点 未 必 是 全 密 点 ,不 过 吾 上 (或 限制 于 五 
上 ) 的 连续 函数 在 且 仅 在 每 一 全 密 点 上 是 近似 连续 的 . 

另 一 方面 , 若 f|s 在 某 一 点 上 近似 连续 , 则 对 任何 H 才 E,fis 
在 该 点 是 近似 连续 的 . 

定理 5.1.4 函数 了 在 7 上 可 测 的 充 要 条 件 为 了 是 a.e. 近似 
连续 的 . 

WA 设 上 在 7 上 为 可 测 函 数 ,由 Lusin 定理 知 ,对 任意 给 定 
e> 0, 存 在 连续 函数 p, 使 得 

E, = {x|@a) Æ f(z)}, mE <e. 

HEINE, 上 p= FRCS ERE INE. 上 连续 ,再 由 定理 5.1.2 
AINE, 上 a.e 是 它 的 全 密 点 ,这 样 ,在 这 些 全 密 点 上 F lng, E 
eK S| I\Ea.e. 是 近似 连续 的 , 令 

H= U (Jed, 


cn] oh 

H DIESA T |a EINEOAMEA) Lae MER, HS 
IHMEET Ee e AER S EI Eae. 近似 连续 ， 必要 
性 证 毕 . 

另 一 方面 ,若是 a.e. 近似 连续 ,只 要 证 明 若 " 为 任意 实数 ， 
RE = (r| fe) <c} 为 可 测 集 . 

设 4 为 了 的 近似 连续 点 集 ， 
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E= (EN A) U (EMA), 
由 假设 知 E\A 为 零 测 集 ,这 样 只 要 证 门 4 是 襄 测 集 . 

Ë re ENA WEEN r AERAR E), ES, ee Fx 
连续 . 
4% Flr cett, BASS OE) (zx 一 6,x 十 站 仍 以 zx 为 
LRR, HEES) <c ARDRE EG) LRR Sa) <e, B 
E(r) CE. 

另 一 方面 ,由 于 mCE\A) 二 0, 不 妨 设 Elz) C 4, 即 

E(x) CAN) EREN A= WEG). 
BREN ARTA, WEE F. RK AG, RHE 
KCENACH, 
m(K) =m. (EN A) 

<m" (E [| A) = mH). 

H m(H\K) > 0 HANK 中 a.e. 为 五 \K 的 全 密 点 ,又 
m* (CE N ANK) 2m" (E N A) — mK 

- =mH —mK>0, 
因此 

E A ANK C HNK 
Hae EK 的 全 密 点 , 故 存在 
xE (EN A\K CH\K, 
使 

a(H\K x.) 一 1， 
即 zo 是 五 的 全 密 点 , 而 是 下 的 稀薄 点 , Eh E) 定义 知 
` d(l Elx) sxo) 二 1, 从 而 ,d( ECzoNK ,zo) 一 1, 可知 
| yy BOK = EN ANK 
: 包含 正 测 集 ,所 以 
m, (E N A)\K) > 0, 
(RAK MEPS ATE N 4 是 可 测 集 , 即 对 任何 c， 
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= {x| fæ) <c} = (Ef) A) U CAVA) 
HAME, BPA Jy T a. 


§5.2 近似 连续 函数 的 性 质 


我 们 将 近似 连续 函数 全 体 记 为 A ,本 节 将 讨论 A 中 运算 以 及 
与 DB, 中 函数 的 关系 . 
”定理 5.2.1 BAe ex HUMES. 


fraef—ete 和 f(g(zo) #0) 


都 是 在 ro 点 近似 连续 的 . 

证 明 ”由 f 和 g 在 x 点 近似 连续 ,存在 以 x 为 全 密 点 的 集 
E(xo) §5 E(xo), 使 fac 5g |z) 在 xo 点 连续 . 显然 to 也 是 
SK Elo) N E.G.) 的 全 密 点 且 (f +g) la coneaczoy 在 zo 是 连续 
的 ， BS a EE n REMEE, 


同 理 ,f 一 gfe 5£ 在 zo 点 是 近似 连续 的 . 


定理 5. 2.2 车/ 在 zx 点 近似 连续 ,8 在 f(xo) 点 连续 , 则 复 
Bao J E r 点 近似 连续 . 

ER ”事实 上 ,存在 以 z 为 全 密 点 集 E(29) ,sy FE Lo 点 
连续 ,而 g 在 f(zxo) 点 上 连续 , 故 (E。 A leap 在 =o 点 连续 . 从 而 
aS E zr 点 近似 连续 . 

注意 ”一 般 讲 , 若 将 g 在 f(zxo) 点 连续 减弱 为 近似 连续 时 , 结 
HAR. 并 且 这 时 甚至 把 了 在 re 点 近似 连续 加 强 为 连续 , 其 结论 
亦 不 成 立 . 0 


0, ”其 他 . 
1 1 
fia) 一 全 zE laa +1’ 2n 
0， 其 他 . 
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a 
ane -ese = TE Essar 
0， 其他， 
其 中 x = 1.2.6 
可见 g(x) Ero 一 0 点 近似 连续 ,f(z) 在 zx = 0 AER, 
gfx) 在 z = 0 点 不 是 近似 连续 的 . 
定理 5.2.3 若 f 在 I 上 为 有 界 近似 连续 函数 , 则 了 必 有 原 凶 
数 , 即 存在 C(x), 使 得 当 x EI 时 ,有 F(x) = f(x). 
证 明 ”由 定理 5.1.4 FS BARK. Bac 1, 令 
F(a) = [fa 
Rik F(z) = flx), BPE z E 了 ,有 
lim Tf fa = fx). 


由 了 在 7 上 近似 连续 , 故 存在 五 ,Z(CE,zo) 一 1,f|s 在 zo 点 连续 , 设 
加 为 |f| 在 T 上 的 上 界 ,h > 0， 


让 eu — f(x) 


1 Tyt 

<4 IO — fo ld 

1 IŒ — fla) ldt 
[rovzo+A]mE 


+} | MO- fald 


Legezg tt RE 
H£ e> 0,4 ô > 0; 使 得 
Gi) KE E t axl 之 5 时 ,有 


lf) — fla)! < >? 
Gi) Yash, A 
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m([ xo szo + AINE) < e 
h 4M’ 


因此 当天 < 人 时 ， 
1 Ty bh 
# Be — fle) |ae 


< Fm [zorzo +h] NE) 


+ mfxo,zo + ANE) 


< 十 2M IM =e, 
4 ho 时 ,可 进行 类 似 计算 ， 同样 可 得 F' (z) = f(z). 
注 5-2.4 EMKA 上 连续 函数 总 是 有 界 的 ,但 在 闭 区 间 了 
上 近似 连续 函数 未 必 是 有 界 的 . 如 下 例 ; 
设 = lasd] 为 [0,1] 中 两 两 不 相交 的 闭 区 间 列 , 且 cy0， 
b, 0;d(U 7.,0) = 1, 令 函 数 本 
0， 2€ {0} U (UZ), 


f(x) _ dn, r= Bent Gn 


b, - An b, 4 
线性 ， re barry et Ss U [Pest ae), 


在 [0,1] 上 是 无 界 的 ,但 在 (0,1] 上 连续 ,在 z = 0 点 近似 连续 ， 
所 以 在 [0,1] 上 是 近似 连续 的 . 

注 5.2.5 ”上述 定理 指出 , 当 在 闭 区 间 了 上 有 界 近 似 连 续 
WFE LARDA ` 

— ABE, EARKI EAEEREN, EI ERLAR, SE 
I 上 也 未 必 有 原 函 数 . OF 

BI, = lasd] 为 [0,1] 中 两 两 不 相交 的 闭 区 间 列 ， 

da Y Orb, DCUT0) = 1, Diba < 00, 
了 满足 下 列 条件 ， 
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(1) (0) = 0, 
(2) f 在 Ul, 上 为 0， 
(3) 下 在 (0,1] LES, 
(4) f fat = b, 
可 知 了 在 0 点 近似 连续 ,但 它 的 积分 在 0 点 的 导数 不 为 0, A 
i) fa = DY >1. 
故 了 在 了 上 不 是 它 积分 的 导数 ,因此 在 [0,1] EAR. 
注 5.2.6 定理 5.2.3 之 道 不 真 , 即 有 界 近似 连续 是 有 原 函 


数 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 , 即 存在 有 藉 函 数 的 有 界 函 数 ,而 未 
必 是 近似 连续 的 . 如 函数 


f(z) = sind, s0, fO) 一 0， 


g(x) = 2zsin + — cos L, 2#~0, gO) = 0, 


# 一 了 在 区 间 [0,1] LEAR BARR, He 在 [0,1] 上 不 是 近 
似 连 续 的 ,因为 在 = 0 点 不 是 近似 连续 的 . 
定理 5.2.7 若 / 在 区 间 1 DENER MSE DB. 
证 明 ” 当 f 在 区 间 1 上 有 和 界 近似 连续 时 , 必 有 原 诡 数 , 即 存 在 
Ff, 使 得 对 每 一 个 < CT RA 
F(z) = lim EEB FO L fer), 


AE By. . 
再 由 Darboux EHT M, FRR S EKAI ERA NAE, E 
fE D.B f © DB. ， 
当 了 在 1 无 界 时 , 令 上 为 (一 coco) 到 (0,1) 的 同 胚 映 象 ,这 样 
.了 在 IT 上 为 有 界 近 似 连续 , 故 h -了 E€ DB, Af =h’. f), 
: 并 且 复 合 保持 D 和 B HEIR. SF © DB. 
: ”综合 上 述 定 理 与 注 ,可 以 总 结 得 出 简明 表 式 ， 
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(1) bA ChA; 
(2) BA Za; 
GAZA; 
(4) A C DB; 
(5) A C DB(A 的 详细 讨论 留 在 下 一 章 ). 
其 中 5 表示 有 界 函 数 类 ,入 表示 有 原 函 数 ( 邑 导 消 数 ) 类 . 


8$ 5.3 ”近似 连续 函数 的 准则 


定理 5.3.1 Z= [a,6] 上 晴 数 是 近似 连续 的 充 要 条 件 为 对 
”任意 aE RR 
E = {x| f(x) < a) 5 E, = {z| f(z) > a} 

是 下 , 集 , 生 每 一 zo E€ ER E) sr E ECR E) 的 全 密 点 . 

EA ”必要 性 Be AAA, 故 了 EDB, 这 样 对 任意 x 和 及， 
E, ṢE HAF E, Br € CRE), DARE x JEER, 
flz 在 xo RER, ATA i> 0, 使 Ef [ro — srz + FIC ECR 
E.) HE N Ct — 8s za +8] EA to HEREA FU c HEA EGR 
ED) 的 全 密 点 . 

充分 性 ” 设 xo EE 了 ,不妨 设 ro K ab MT n = 1,250 ,To 


是 集 {z|fCz) < fa) 十 士 ] 和 {zx1f(z) > fle) — +} mae 
K CARER 
E, = [zif — fa) 


的 全 窗 点 , 故 对 每 一 个 #; 存 在 ô, > 0, 使 得 清扫 0. 一 0, 且 有 下 
列 性 质 : l 


m(E, N [moss +é) >i 1 


a GG- 


mE, Tasta + eD 


t 


D 


多 =0 一 人 
故 有 他， 
m(E, N [xo — dst sTo + ÂD) 


> 1 一 L, 
n 
其 中 
1, 一 (xe + Gt19 To 十 6,]5 m= 1,250", 
ELETAN 时 ， 
mE a + é]) > 1— 1 
n 
则 
met) 1l, n= 1,2,°, 


Hal 
H;= EN HH = ÜH, 
下 证 dy H’ ,zo) = 1 R fl E r 连续. 
对 任意 给 定 e> OMN >L, >N, 4 0<8< ài, 
d, (H" 120) = lim PETN aon EED, 


m(H* N [rox + D 
8 


m( UE; N I N [zosz, + 61) 
一 一 jl o n 
加 ô 
ml Ü (E; n I) U E N Lo + Êrti s Zo + &]) 
— j™=n+l 
~ a 
ry 97 ry 


pet 


Wil +e—ént1 
juatl i 


>t >l—e, 
另 一 方面 
HY" = UE, N I; 
Rt LW e 5 N,40<8 <8 BAY N Croz +81 C E iA 
Ife) ~ f(z | < 4. 


同 理 可 以 在 z 的 左 侧 确定 H, HS H =H UH"*, 则 
dz 一 1, 且 Fa 在 z 点 连续 ,可 知 上 在 zx 近 似 连续 . 当 z 是 
了 的 端点 时 ,只 讨论 单 便 的 近似 连续 性 , 故 .Fzy 在 7 上 是 近似 连续 
的 . 

注意 充分 性 中 证 明 并 未 用 到 E, E, 是 F, 集 的 条 件 . 可 知 全 蜜 
ARBASAF F, 的 条 件 . 

利用 本 定理 可 易 证 下 列 结果 、 

定理 5.3.2 WS.) 是 一 列 定义 于 I 上 的 近似 连续 蜂 数 列 ， 
BEI Lf, 一 致 收敛 于 f, 则 了 是 近似 连续 的 . 
证 明 ”由 上 述 定理 及 其 注意 ,只 要 证 明 对 任意 的 a€ R,f 的 
KFR E ME 中 每 一 点 分 别 为 其 全 密 点 . 
EE AZ, r €E ESC ca RN ERA E 7, 有 
Lvkz) — fl2)| < “= 
4 . 


Ey = [zl [fs ~ fac < ER, 
BAR r E En, RA fw 是 近似 连续 , 故 Ey EAN F, R42 € Ey 


«© OR» 


a >fl) + A zZ (to) fia) 


a — (xo 
>fu(zo) + s= Law 
得 Ew C E’, B d(Ey.x.) = 1,0 ÄH dE, T) = 1. 

同 理 可 证 E, 中 每 一 点 也 是 五 的 全 密 点 , 故 A. 

我 们 已 知 #8A THA MOA COA AES BEERS A 
下 ,这 两 类 基 一 致 的 . 

定理 5.3.3 车 了 在 zo 的 邻 域 7 上 有 界 , 且 是 下 (上 ) 半 连 续 ， 
NFE z 点 是 近似 连续 的 充分 且 必 要 条 件 为 了 是 它 的 积分 在 z。 
点 的 导数 . 

证 明 ”为 确定 起 见 ,考虑 下 半 连 续 的 情形 , 由 于 定理 5. 2. 3， 
只 需 证 明 充 分 性 , 即 若 


F(z) = f fadt, F' (x) = fla), 
则 上 在 ze 上 是 近似 连续 的 . 
反 证 法 EU S Ern 上 不 近似 连续 , 则 存在 e > 0, 使 得 集 
A = {xl FED — fird | Se} 
= {x| fir) > fl) + eR Sir) S F(a) E, 


> f, 


RA 
d (A,x) = max{d* (A, zo), d (Ayao)} = 7> 0, 
Bf 在 zo 为 下 半 连 续 , 即 
lim inff (x) = f(x). 

, 故 集 . 
B = {zx|f(x) > f(a) +8) 
i BA d (By xo) = 97> 0, 不 妨 设 4+ (By xe) =: >>0, 这 样 存在 {h}， 

h — 0, 使 
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lim mB ZoZo h } 一 了， 


aeon 


Axe (zos To 十 fad 时 ， 
~ 1 li inf 1 tg th, 
f(x) et Cro) 一 a imin ran fd 


>>liminf +f (fir) + edt 
mco Ay \ J BP Leys) +h,] 


+ f Jf (at) 


[xg eto +h, TH 


>im[ 0 Lasts th Dos,) + e) 
1) mrt +h NBD 
+ (Fem) — 1) lte- ] 


=9Cf C) H D + f(a) — 9) 
一 ro + > f(a). 
但 这 与 地 是 它 的 积分 在 ze 点 的 导数 矛盾 . 
这 个 定理 是 局 部 性 的 ,下 面 给 出 有 界 半 连续 函数 是 导 函 数 的 
一 个 特征 和 性 质 . 
1. 若 下 记 为 下 半 连 续 函 数 类 . MEA = SLA. 
2. 若 T 上 了 E45 下 人 人 ,g EIOD EER WIESE. 
BASE SEA, We OLA, 因此 由 定理 5.2.2 知 
sof oA ;从 而 由 定理 5.2.3 RRM ge fA. 


§ 5.4 ”近似 连续 函数 的 构造 


为 进一步 讨论 近似 连续 函数 与 其 他 各 类 函数 的 关系 , 先 引 进 
一 个 名 称 与 记号 . 
设 4,B 为 两 个 实数 集 , 若 z E A 且 为 4 的 全 密 点 , 则 称 z 全 密 
属于 4, 或 4 全 密 舍 有 工 , 记 为 z CA. 
车 ACB 且 对 每 一 zx EE 4A, 有 d(8,x) = 1, 则 称 4 全 密 包 仿 
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在 B 中 或 8 全 密 包 含 4, 记 为 4C 了 

引 理 $.4.1 车 B 为 可 测 集 ,z EB, 即 全 窗 属于 B 的 , 则 存 
在 完备 集 P, 使 EPC EB. 

证 明 ”由 zB, 知 存在 两 两 不 相交 下 述 的 区 间 列 

{Ia} = {ob]) sl zm, 1) B) > 0. 

HK ALN B 中 完备 子 集 , 则 P= (x) U(U K) 即 为 所 求 
的 完备 集 . 

引 理 5.4.2 若 召 为 可 测 集 ,C 为 B 中 可 列子 集 ,C 的 闭 包 世 
cB, 则 存在 完备 集 下 ,使 得 CCKCAH. 

证 明 ”将 C 写 为 数列 = zz， 对 每 一 个 二 ,由 上 引 理 知 ,有 
K 是 完备 集 ,使 


x € KCBHASK) <4, 


EFEK) HK 的 直径 , 令 
K=CU (UK); 

WK 2A A, Wir K 为 闭 的 . 

#s,€ 天 ,mm 一 5 并 且 有 无 限 个 MTC 或 革 一 个 天 ,这 时 s 
CK. RR AR su ,使 得 5 E Kn, 

RG nj, = my, 且 i 关 j 时 ,nm An, HT OK) > 0 H 
S,, En, > 0, Mz,;—> 5, Rs EC, Bs € K, 可 知 天 为 闭 集 ,从 而 
为 满足 本 引 理 要 求 的 完备 集 . 

引 理 5.4.3 FEAWWH. FHERMER BPCE, WE 
在 完备 集 卫 ,使 得 FCPCE. l 

证 明 KAR FAF =MUC KPM 为 完备 集 ,C 为 可 
WHC CF, 由 上 述 引 理 知 , 存在 完备 集 KLCCKCE, fl 
P={MUK 即 为 所 求 . 

定理 5.4. 4(Lusin-Menchoff) #E HOWE, X 为 五 的 闭 子 
EH X ČE, WEZZE P, ig X CP CE. 
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证 明 ”由 Lebesgue EH, AAW ECE, fi SBE S. 4. 1 和 讨 
论 方便 ,不 妨 设 X ARME EC [0,1] $ 


Sy = {z EE a < dist(z,X) < — 1}, 
则 
E = X U (U S. 

取 忆 为 5, 中 的 完备 集 , 且 mP. > mS, 一 去 . 令 P 一 XU 

(UP.) ,APCECE, BRA PCE, 
易 证 P 满足 下 列 性 质 ， 
D 了 是 完备 集 ( 仿 引 理 5. 4.3 的 证 明 )， AGBXCPCE. 
ii) X CP, 


事实 上 ,每 一 z E X 和 每 一 如 下 区 间 列 {1)}, 即 
{z} =N 1,607) = + 
若 对 某 一 个 六 对 所 有 n BINS. = 名 , 则 
m(P N ID =m(X 11) =m(EN I), (5.1) 
否则 ,存在 ,使 得 
I; N SED, fA I, nS. 一 Ø, n<n), 
这 样 有 zx。€ 1; 7 Sis 
+ D Plto T) 之 pS sz) I (Sy, X) > 
因此 对 于 j <n ft 
mP NT) SmX AID + Syme, NI) 
azn; 


_1 
n tT 


Sm(X N L) + 2 [as Nn 1 — 3] 


a =m(E n Ip 一 2j z. 
1 
WL) > he 
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mPNI) mENID _ ntl 


ah 
[I| [eI aut? 
因此 都 有 
lim mE NID = lim mE N Ip =] 
jroo IT, | jroo |Z; | i 
这 样 得 (ii) X CP. : 证 毕 . 


定理 $. 4. 5S(Zahorski) HERS. BECE, WHEE 
似 连 续 函 数 ,使 得 当 z E E,0 < f(z) <1,2& E, f(x) =0. 


EA 车 E 一 9, 令 f 二 0. 若 不 然 E 一 UF,, 其 中 对 每 一 个 
F, 是 非 空 闭 集 . 首先 反复 应 用 上 述 定理 5. 4. 4 去 构造 闭 集 族 {P|4 
21}, fE P, CPi (a, <a). 
®P,=F,,AECE, ARP, CE. 从 而 由 定理 5 4.4 知 ， 存在 
TRE K tE P, CK, CE. 
$ Pi =F, U Ka, MP, CP, CE, 同 理 存 在 闭 集 KK;, 使 P， 
CK, ČE. 
$ P, = K, U F, 4 P, ÈP, ČE. 
依 此 继续 … ,得 闭 集 列 {P.} EPL CP, ČE H F, CP. 
Ñ E = Ü P, 
再 对 每 一 个 = 0,1,2,+,H n> 27 it, eM Px. 
m= 0 时 ,规定 Pa 一 Py. Be 
Ps CPs, 
ARARE, Rm AAR Hn > 2" 时 已 经 定义 了 Pt, 有 
Ps Paz, 
再 令 


Pan = Pa 
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据 定理 5. 4. 4, 存 在 完备 集 , 记 为 Pot, ti 


gti 
Pa CPamtl C Pat. 
z get a 


Pa CPt. 


gtl 2 二 1 
现 对 每 一 个 实数 4 之 1， pX 
= fì Pa. 
ie 7" 
则 此 集 族 {P,44 1} AHER: H A < BYP, EPa 
EXE, AEM A S A t, 


Py = N PČ A PES Ph 
Aaa 


MA, <1, Am, nf 

a< kat +14, 
那么 

Py C Pa ČP C Pr, 
”从 而 Pa CP. 
现在 定义 了 为 如 下 


f(z) = sm Breck 
0, “a2 & E Rf. 
则 对 所 有 z, 都 有 了 定义 ,并 且 了 满足 本 定理 所 要 求 结论 . 
事实 上 ,对 所 有 z,0 志 了 f(z) <1 24D EN. BAP, E 
Zo E Po 从 而 
inf{A|zo € Pi} Sos 


ik f(a) BI > 0. 


下 面 只 要 证 明了 € A. 
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使 得 六 之 。, 因 Xo & Emi To & Py, Py FAR, HAT ê> 0, fit 
(ro — 8,2, +8) 1 Py = Ø, l 
自然 
(zo 一 人 rzo + 8) 门 P= GAN). 
这 样 (x。 — ĝ, zo + Ô) AUP, 相交 的 只 能 是 1 > 为 ,从 而 
inf{Aljr € Pi} SN, 
对 (zo — 8,2, + 3) 中 所 有 z, 有 


f(r) <x t < 
= 是 任意 的 , 目 fr) = 0. KS (x) 在 xz 点 连续 


而 对 re Ef 首先 是 上 半 连 续 的 , 因 f(z。) 一 > 


当 ! 一 1, 自然 f 在 x 是 上 半 连 续 的 ; 

41 >1, R1 — 1> e> 0, ict x & PH. BHO > 0 使 (ze 
一 ,zo 十 6) LRH 2. BA x & Pr. AMC — 8r t 6) E 
RAs Mx & Er EE na>- >» 故 

f@< 4. -<4 +e, 

得 了 在 ze 上 是 半 连 续 . 

下 证 了 在 z 是 下 半 近 似 连 续 . 

由 f(z) 定义 及 已 的 性 质 知 ze € Pitt ,那么 Lo JE Pite hae 
点 ;并 且 在 Pie 上 所 有 之 都 有 


TOE Ta 


所 以 Zo 是 集 
fz |r eT z] 


HERA MI E r AE PP. 从 而 知 f 在 E 上 是 近似 
连续 的 . 
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由 这 个 定理 ,我 们 可 以 给 出 一 个 非常 有 趣 的 应 用 ， 此 外 还 给 出 
了 我 们 在 第 二 章 中 所 讨论 问题 的 一 个 解 管 ， 

定理 5.4.6 在 [0,1] 上 存在 一 个 可 微 函 数 是 无 处 单调 

证 明 ” 设 4 是 [0,1] 中 处 处 非 满 正 测 集 , 即 对 [0,1] 中 每 一 个 
FRAIRE mN A> 0 AmU\A) >>0( 这 个 集 的 构造 可 参 
见 本 定理 后 的 注 5. 4.7). 

设 A* 一 {zx|x€E 4,d(4,z) =1}, RE HEATA PHF R 
H mE 一 mA* mU N ED > 0, KRE, KRADA E 的 全 
E A. RA E, & TL0, 1NA Ph F, R, HE EAA E 
全 密 点 ,mm 人 N ED) > 0. 

由 上 述 定理 ,存在 近似 连续 函数 AG = 1,2): 

当 z E EMOL Aa <1, 42 & Ei fiz) = 0. , 

&f=fi—f, RAS RA REMEZER., At EE MA 
MPP œ) = f2), HB E, N E = gE 5 E, MELO.) PR 
密 . 从 而 可 知 对 任何 区 间 了 ,有 

当 z EINENH,F = fi— f> 0, 
X rE InN E tE = fi fı <O. 

AF I RRB. 

注 5. 4. 7 处 处 非 满 正 测 集 的 构造 . 

Ho<A<a <<< <4, Al 为 区 间 4 的 长 度 

第 一 步 ,将 区 间 [0,1] HET AAA 


[=| = lAl = 5-4). 
第 二 步 , 将 每 一 个 A.(s = 0,1,2) 分 为 三 个 区 间 
do A kd A 里 
其 中 |A,,, | = bytes [Al 一 lA ,具体 而 言 ,有 
| Ao, | = jl = [ál = tiles 


1 
[Aro] = lá! = ruse 一 ty}, 
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[ool = jâ] = 14201 = lá] 


=}4 — ty — tita) sr. 


第 2 步 ,将 每 一 个 入 ee 一 01:2 扩 一 1 22) 分 为 三 
个 区 间 : 
Mtr 和 vs Aeneas 
其 中 区 间 A a 位 于 区 间 A... 的 中 间 , 长 度 为 it2…is, 而 区 间 
和 -与 和 -es 的 长 度 相 等 ， 
依 此 继续 ,… ,得 区 间 列 A... FFA ME x € [0,1], 总 有 
Ace, 7 s Åe, att 
使 
z= å, fA, NN ene, N ots 
记 为 i 
t= Te ey 
注意 区 间 端 点 可 能 有 两 种 表示 ,如 


1-%, 


2 
BW. 一 {z|x = ee of >N, Æ1} Ux = [0,1]\Ww, 


= Lo27-- = Lioo-+ 


则 
W,CW,C-CW,C-, 
U DU, D DU, D|, 
Wa = UW, Un = NU,» 
nm] nm] 
m(Uy) = BY (ttre ay + Zt ***tys twas 
+ .. + QP Np ete + + 
m(Wy) = 1 — 3” Ctystytiygy 十 202w+IEw+s 
十 DN ly cone, over), 
-fA = 37) BY, 
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mUy) 一 38 (ty-tvtwg, 十 28 w+itN+2， 
十 十 2" 和 ets 十) 
一 38(3-N-1 十 2。3-A-2 十 … 十 Nigan g eY 
=37 12-32 + + 23* +) = 1, 
BN m(Wy) = 0,m(W.) = 0.m(U.) = 1. 
4t,qe< t, 
m(Uy) 377034)" + ITOH + -e 
+ 37134) NT p eee 
=37'(34)%C1 — 32)71, 
EN mW.) = 1,mW..) = 0. 
HO<g <1, Mt, = 3g" 时 ， 
m(Uy) =3% (ttytint + 2trertwestnee 
十 … DION Ag, weep, eee) 
一 3-1942 ew [1 十 2(3) 1g N42 
十 … 十 CLE) i Ma ioe een ]。 


由 于 
1+ 203) + oe + (2038) TH) * + = 3 
和 ` 
1H Hat, 

可 知 limmU, FEE 

1g < limmU, = mU- < qi ， 

Oo< mY, << 1,0< mW. < 1.mW.. = 1 — ml... 
即 得 所 求 的 处 处 非 猜 正 调集 . 


例 5.4.8 可 微 的 Cantor 型 函数 . 
我 们 已 经 知道 Cantor HAE Cantor 集 P 上 每 一 点 没有 有 限 
导数 ,是 否 存在 Cantcr WAA 2 (Brig Cantor 型 函数 g 是 指 g 在 无 
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处 稠密 完备 集 P 的 接 邻 区 间 中 为 常数 ,而 在 任何 含 己 点 的 区 间 中 
都 不 为 常数 的 连续 函数 ) 是 处 处 可 微 的 ?回答 是 肯定 的 . 

设 忆 为 [0o,1] 中 无 处 稠密 完备 集 ,mP > 0 AMA RT. 
INP=Ø Rm N P>. 

B ACP H mA = mP, E F, EEC AmE = mAH 
ECE, 由 2ahorski 定 理 5.4.5, 存 在 近似 连续 函数 了 ,使 得 当 z E€ EE 
时 ,0 之 f(z) 1,42 k ERS) = 0. 由 于 6A CBA, 必 
有 


g(x) = [fa OS xr<lig'(z) = f(z) 


对 所 有 x 成 立 ,而 在 P 的 接 邻 区 间 A. Eg @ = f(x) = 0. 故 
g(x) EA, 上 取 常 数 , 而 在 其 他 含 P 区 间 1 Eom N P) > 0, 故 
g(z) 不 恒 为 常数 . 由 于 可 知 8 为 [0,1] 上 Cantor 型 函数 
FHRERALIN PADS, Am 站 P) = 0, 这 样 g EIA 
定理 5.4.9 设 P 为 无 处 稠密 的 完备 集 . 则 存在 可 微 的 
Cantor 型 函数 的 充 要 条 件 为 , 对 任何 区 间 了 ,或 TIT 站 P= 一 儿 或 
mI N P)} > 0. 
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第 六 章 SRR 


导 函 数 是 指 有 产 函 数 的 函数 , 它 曾 在 数学 分 析 讨论 过 却 又 贸 
下 了 许多 问题 ,如 一 个 函数 有 原画 数 与 有 定 积分 (不 论 是 (R) 积分 
KEL 积分 ) 的 关系 . 


§6.1 导 函 数 概念 及 其 简单 性 质 


定义 6.1.1 KR LR SRA PRR. Sec 入 ;是 指 
存在 F(z) AEF (x) = f(z) Fz € 了 都 成 立 . 

下 面 列举 导 函 数 的 一 些 简 单 性 质 和 有 关 例 子 . 

定理 6.1.2 (Biel LA SRBR NM Sg CA. BA 
常数 , 则 af + Bg 在 了 上 也 是 导 函 数 , 即 er + pg E A. 

(2) 若 了 在 工 上 连续 , 则 了 E A. 

@ASFEAMSEDATSE BBA C DB. 

定理 6.1.3 若 广 EAa=12 六 在 5 上 一 致 收 伍 于 了， 
WSCA. 

证 明 HF, ES HR, = 所 ,并 且 设 a € I, tE 
Fa) = 0. 对 zE 了 ,不妨 设 7 为 有 限 区 间 ,( 如 了 为 无 限 区 间 , 则 可 
选 有 限 区 间 了 ,使 4,x € J), 

| 了 zy — F,(2)| = |F ix) 一 下 CT) — Fla) + Fala | 

= |F E 一 机 (全 | 一 ce| 
= | FE) — fC) lz —al, 
由 于 所在 7 上 一 致 收 伍 ,知已 在 有 限 区 间 工 上 也 一 致 收敛 ,不 妨 设 
WRF F. 
现 证 六 (zx) = fe) BRE Ere +A 1,8 
#1108 


Pie +h) — Fy B Fi(2 +A) — Fix) 
h A 


= | Fr) Fala +h) — F(a) 一 Faz)]| 


wa a wy gy SED PD a akt EAF 


+ h) — F) _ fæ] 
< | Fixat h) — Flr) Feth) — F(x) 
| 


F(x th) — F(x) 
h 


— faca) 


+ |f) — fz) |. 
HER e> ORBAN, H an> NNW cor th € l t 
(fe) 一 f(a] < F 
F(x +h) — Fx) -Eeth db 
. h <3 
nN, F' a(x) = Sula) thts 8 0. |n| <a mt, 
: Fy(z +A) — Ful) 


~ fs |< $, 
: ae, 当 |4| cont, 
4 Fath = Fi) — f@|<e 
从 而 得 天 (x) = f(x), BD SE A. 
46.1.4 本 例 说 明 导 函数 类 A WAS. 
Wx) = cos 二 江天 0, 0) 一 0. 


f(z) = rsin + z0, gO) = 0. 


| ‘lll: 


yg 仅 在 z = 0 点 不 连续 , 少 处 处 (包括 在 z 一 0 点 ) 连续 . rpl) 为 处 
APT PK, Hegre)’ = 2g 一 PE A. Am 
g=2g-— -PEA 
RS =p RIE? & A. 
BEL? € 入 ,这 样 存在 ,KW =g. BAS =p 


Oy x=0. 
(az 一 (=) | 没有 介 值 性 ,这 不 可 能 .得 9 E A. 


由 此 可 得 存在 函数 p, 使 得 

Gi) pE AG =e 9 入,; 即 入 中 对 乘法 运算 不 封闭 . 

Gi) 车 ja) = 2 u= er), f ,PE 入 ,但 复合 f 9=fO = 
FEA. CHA 中 的 复合 ,也 未 必 属 于 A). 

此 外 ,由 定理 5. 2.3 及 注 5.2.5 知 , 当 了 连续 ,或 了 是 有 界 近 似 
连续 时 ,f € 入 ,但 反之 不 真 . 

一 般 讲 ,f 是 无 界 近似 连续 函数 时 ,了 也 未 必 € ACERS. 2.3 
注 2 例 ). 

例 6. 1. 5CVolterra) 1881 年 由 Volterra 给 出 一 个 有 界 导 函数 
上 ,其 不 连续 点 集 是 正 测 集 . RATERS AREN BA 
有 Riemann 积分 . 

设 P 是 [0， 1] 中 无 处 稠密 完备 集 , 且 xP > 0,(a,.b,.) WP 


[0,1] 的 接 邻 区 间 族 , 设 c. = AEF, Bee, E Caren) ,使 


1 ， 1 
a, ts" 


2(t_ — A, COS = 0. 
Ea an 


& 
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Ya = fn 十 《cn 一 £a) s BD cy 一 ata, 


0, O rE€P, 


(z ~~ an)’coa x 4 a,’ x € (ans Ta) , 


F(x) = 


1 
— 2 
Ca — cos E KE EAF 


JIE ZE Ob). 


在 [0,1] 中 每 一 点 都 是 连续 且 可 导 的 ,而 了 一 FP 点 均 
不 连续 ,事实 上 


(之 — b) cos 


0, zEP, 
ata 一 Ga)cos = a+ sin 一 一 ， a,’ = E (austen | 
F (x) = 
* 0, re [zx。,yo]， 


2(x 一 6,)cos z 1 b, + sin P 1 p F E [yb,). 


在 P HEERE. 但 了 在 [0,1]j 上 是 有 界 的 . 

KE Volterra 例 可 以 在 每 一 个 无 处 稠密 的 闭 集 上 去 构造 ,不 
管 这 个 闭 集 是 否 完备 或 是 否 有 正 测 集 . 

例 6.1.6 1906 年 Pompeiu 构造 了 一 个 在 稠密 集 上 为 零 的 ， 
RA AS HY FAK. 

Bid.) 为 [0,1] 中 向 密 点 集 ,A4, AERA, HS) A, < co. A 

F(z) = DAslz 一 四 六 
为 在 [0,1] 上 一 致 收 往 并 且 严 格 上 升 连续 函数 , 屎 (Cz) 在 
zE E= g 2) yan 一 dÝ < -| 


上 有 限 , 而 在 其 他 点 x E INEA dd) 上 为 oo,F!(x) 为 严 
LATAA, HFa 的 导 函 数 在 一 个 包含 (ld,) 稠密 集 
上 为 0, 但 不 恒 为 0. 并 在 不 为 零 的 点 上 均 不 连续 的 ， 
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$6.2 原 函 数 的 积分 表示 


在 数学 分 析 中 知道 ,车 函数 f(z) Elab] 上 (R) 可 积 , 且 有 原 
函数 F(x) 4 就 有 


| “f()dt = F(z) — F(a). 


这 时 ,f(x) 在 [a,b] 上 的 原 函数 可 表达 为 | Far. 

上 述 例 6. 1. 5 中 的 f(z) 在 [x, LAREN, ARER 可 
积 ,自然 它 的 原 函数 谈 不 上 用 (R) 积分 表示 . 一 般 地 讨论 这 个 结 
FE f(a) Elab] ECR) 不 可 积 , 则 它 的 原 郴 数 自 然 不 能 用 (R) 
积分 表示 ,能 否 用 其 他 积分 表示 ? 

定理 6.2.1 若 /€ 6A AS Elab] LL) 可 积 的 , 则 了 在 
[a,b] ERR F TRH 


F(x) = [fa + Fla). 


证 明 Racy <b, tb <b—-9, M rE [a] a SN A 


n[ Fl =+ 1)_ F@)]|= ieee 4 |km, 
其 中 0 过 9 过 1. 此 外 
timn[ F{ 2 + 1)— Fee |= Fee, 


{Ll z+ 1) — F(x) |dz 
=n [Fle + 1) ax —n [ Feds 


1 
=n (a F@ods —n [Fear 
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wat ath 
=n | Flrjdz— n | Fixddr 
d i a i 
>F) — Fla), 


F) — F(a) -tmf a[7 z+ 4) — F(a) Jaz 


Af melee i- reo 
=| fdz. l 
MY 一 5 时 ,由 (5) 与 | fdr 对 连续 性 . 知 
F() — F(a) = | /ar 


从 而 | fdr $ f Elab] ERER. 
. 引 理 6.2.2 Blab] ES > oF Wf ORR, N F He 

[a,b] EARR. | | 

证 明 PRA. 

引 理 6:2.3 GF) 在 [a,5] bP) So. WFC) Elat] 
上 单调 不 减 . 

(本 引 理 与 上 一 引 理 区 别 在 于 F Cz) 可 以 取 十 co). 

证 明 {ERa € [2,6], RE > 0,4 

Pir) = F(x) + ex, 
Ela ,8] EP pe> 0,8 W(x) 在 [2 ,5 ] 上 每 一 点 为 局 部 单 
调 上 升 ,从 而 Bz) Hla b] 上 单调 上 升 , 即 
l DH) > P (a), 
从 而 
FQ’) — Fla) >— e — a’), 

由 e 的 任意 性 , 知 F(5) > Fea’). 
”下 理 6.2.4 EC[a b] E REWE, MEA > 0, 存 在 
.单调 不 减 函数 P(x) ,使 
i *，115 * 


Pla) = 0,0) <e, H(z) = co, rE E. 
WRR HHR e> 0, 及 自然 数 n, 有 开 集 GG,， 
E T Ga (Gal ZE 


令 
(x) 4 x E Gas 
z) = 
% 0, 当 zZ & Gy. 
O.(2) = [aOd M Da) = DBz). 
这 样 


@{(a)=0, PO e+e 4" = e+ 2, 
故 D(z) 单调 不 减 : A 
Pla) = 0,02) LPH Ke, 
P(r) = 00,4 € E. 

引 理 6.2.5 BSE A, [a,b] LILP AS (2) Sos 
BY ea Fc) 单调 不 减 . 

(725 | BE BURA Fe) > Oae. 于 [a,8], 且 在 [a,8] E 
F' (xz) 天 一 co 则 下 不 减 .) 

证 明令 已 = {zif(z) 之 0}, 则 到 为 零 测 集 ,由 以 上 引 理 知 ， 
WEE © > 0. FERRER P), O(a) 一 0,@(6) <e, Bx EE 
时 ,BY Cr) = 00,(F + DY > O, E [4,4]. 

由 引 理 6.2.3 知 , 中 + FRR, Mill FARK. 

定理 6.2.6 Gla b] ESCA. SRD) 可 积 的 , 设 F 是 f 
在 [a,8] LARA, m 


[7 (dt = F(b) — F(a). 


证 明 令 
fz) = (A> TE [ab] {zlf (lr) <n), 
0, x E [2,8] {t2lf@ >n} . 
则 (Cx) Elat] LÆ 可 积 的 , 且 
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1 工 十 天 
+l fadt < ns 


Firth) — Fa) pet 
A 一 an f(t dt 


> Pet h)— F@) 四 网 


[Fæ — [roa 
= f(x) — fr) 20a e. Fab], 
ALa, b] LAkAt #— 00. t FC) 一 | ed # [a,b] 上 单调 不 
减 ,得 F(5) 一 F(a) > [fa 从 而 


F(b) — Fla) >lim fadt 


=f lim f, (edt = [fee 
同样 对 一 f(z) 进行 考虑 ,可 得 
Fh — Fla) <= { fat. 
即 得 
F(b) — Fla) = { fae. 


6.1.5 中 f(z) 在 [0,1] 中 不 是 (R) TAH (RL) 可 积 
的 ,并 且 了 Cz) 在 [0,1] 中 是 有 界 的 , 故 F(z) 可 以 用 让 的 活动 上 限 
(L) 积分 所 表示 (由 定理 6. 2.1). 但 


F(z) 一 fate =， z>0, 


0, _xa=0, 
Ba. 1 -JJ 1 
rey = fens x ?cos 二 ， 工人 0， 
0, . x=, 


. 117° 


Fl = IEI 3 + Fe 


WA f(r) 虽 在 [0,1] 上 无 界 的 ,但 是 ( 工 ) DAS € 人 ,由 定理 
6. 2.6 PRE, F(x) 也 可 以 用 了 的 活动 上 限 的 (LY 积分 表示 . 
另 一 方面 , 当 f REL) 可 积 时 ,而 eC 入 ,如 


F(z) 一 上 wo Os 
0, x=, 
F(z) = F' (x) = 2zcos % + sin Āe z>0, 
JO) = F' (0) = 0. 
it S AL] EPEL 可 积 的 ,F 也 不 能 用 了 的 (ZL) 积分 表示 . 
这 说 明 积分 需要 进一步 推广 . 当 积分 考 虚 为 广义 黎 曼 积分 时 ,F A 
可 以 用 了 的 广义 黎 昌 积分 来 表示 参 君 [1]. 


定理 6.2.7 BEA S#H(e,6] LEH) 可 积 的 ,F(zx) 是 
F(z) Elab] 上 原 函 数 . 则 


dn faz = Fé) — Fla). 


WA fE 入 ,可 知 了 在 [a,5] EEN) 可 积 的 , 故 为 (CH) 可 
积 , 且 两 个 积分 相同 . 从 而 


[fa 一 FP) 一 F(a). 
至 此 ,彻底 完成 了 原 函数 的 积分 表示 及 N-L 公式 的 结论 . 


$6.3 人 与 BA .DB 的 比较 ， 


RAVE LIB LRIAT BDB., A 以 及 A 有 关 的 联系 ,本 节 
将 比较 它们 的 积分 ， | 
72M 6.3.1 若 了 在 [0,1] ECL) TR, E [0,1], 所 谓 


f(xo) 是 它 的 积分 F(z) = | .ADa 在 mm 点 导数 ,是 指 
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F(ao + 2 — F(x) = flr). 


F' (a) = lim 
若 对 每 一 个 可 济 集 EC [0,1], 记 (已 ) = | .row 这 样 
F' (ze) = lim xf, fed _ lim olez + AD 


当 严 (ro) 存在 且 为 f(xo) ABBE, Bh > 0k > ohi 


. Fir +h) -Feb 
im, h + k ~ F(z). 


设 {1,} = (Ere 一 Rare + A, J} RE- KARA, k, 一 0+， 
hy OF shy + ka AO. 则 称 了 收缩 于 zo, AH Loe, 这 时 ， 
im SGR MEH lim 哇哇 ,并 且 可 总 结 为 下 列 定理 ， 

定理 6.3.2 UES TE zo METRI F Co) 是 /的 积分 在 xm 
的 导数 当 且 仅 当 对 每 一 个 收缩 于 z 的 区 间 叙 列 ,有 


为 了 比较 这 个 结果 ,再 引进 一 个 概念 . 
; 定义 63.3 BE) 为 非 空 有 界 可 测 集 列 ,对 每 一 个 ,也 为 
UA E, 的 最 小 闭 区 间 , 称 E, 为 收缩 于 zx。 是 指 ， 
fi) 对 所 有 nsz E E,. 
GD 1,2), Ex. 
而 所 请 E, 规则 收缩 于 zo Et: LRG), GD) 以 及 


Git) 存在 > 0, 使 得 全 之 a. 都 成 立 . 


定理 6.3.4(Rosenthal)) ”车 了 在 zz 的 邻 域 中 有 界 可 积 , 则 了 
在 z 点 是 近似 连续 当 且 仅 当 对 每 一 个 集 列 {E,} 规则 收缩 于 时 ， 
有 

TEA ”必要 性 ”ff 在 zz 点 近似 连续 , 则 存在 ,dE,xo) 一 
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1 且 fls 在 zs 是 连续 的 ,又 EE, 规则 地 过 zo, 故 对 任 给 > 0, 存 在 
no, hn ZS No 时 ,有 l 

G) M2 € EN En lF 一 zol 所 三 

Gi) 若 为 包含 已 的 最 小 区 间 , 则 

mINE) _ sa 
EA 4M’ 

其 中 MM 为 |f| 在 I 上 的 上 界 , 且 a 可 选 为 使 所 有 n AT >e R 
AH n > m Hf, 


E, 
oe 一 Fry) 


Sgil O - fe) lat 


< | VO — fla) la 
ENE 


+ ni, fe) — Fa) |e 
<$ zE ND + om ZESB) EAD 
E _ mÆ, VE) ne 
Sy +2M L] mE, 
E 


2M _ MUNE) 
eta’ | © 


Katt BLE. PEERK, MFE e> 0， 
= {r| f) > fla) +}, 
= {x| fix) < fla) — è}, 
就 有 2(4,zo) > 0 Rd(B, 2) > 0, RdA, 2) = 27> 0R 
Loa GOAT > 


SE, E | wn. 规则 地 一 zo( 取 ae 一 力 , 且 对 每 个 ma， 
ee. 2 > fla) +6, 
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‘im a sup | 


RSPR . 
.， 定理 6.3.5 Afi LRN S 在 I 上 连续 的 充 要 条件 为 
.每 xo EE 1, te fal TE WE, E, => to 时 ， . 


lm HE2 or) (6.1) 


证 明 必要 性 了 在 ro 点 连续 ， IHES e> 0, 存 在 9 > 0， 
- 使 得 (zx。 一 今 ,fo + Ò) 上 有 - : 
| F(z). — flr | <e. 
这 样 对 任何 正 测 集 E, „E, => trs 总 有 N, 当 nN BY, 
E,C (to — 8,29 +8), 


2 > Flas) +e> f(x). 


EE, 上 ,更 有 
f(z) —e<t ft < fly) te 
从 而 


(f (x0) — e)mE, < f, fladdx < (flay) + mE,, 


| ED — fa) <E. 
KA BS 在 xo 点 不 连续 ， 那么 存在 e > 0,25 DAE 
{x| f(z) < fay) — e} 
或 
= {x| f(x) > f(z) + e} 
的 案 点 ,为 确定 起 见 , 不 妨 设 存在 
Ly $ Los f Ca) > fla) + E 
车 对 每 一 个 n,m(A N EAE) > 0, RE, =A n ENEA: 
P OCE,) > f(zo + 8)mE,, 从 而 与 (6. 1) PB. 
BME kml A N fx) 二 0, 在 [xoyxs] fae 有 
Fla) <i fay) + E< fry). 
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1 1 
E, = En = nl 十 +}, 


E, 上 自然 也 是 a,e. A 
F(x) < Fla) +e <i f CE)’ 
这 样 


TER L fn) + E< fen), 


这 与 ze Mai. 时 ， 也 应 应 有 (6. 1) RATE. 从 而 定理 得 证 . 

以 上 定理 6. 3.2 与 6.3.4 是 局 部 方法 ,而 定理 6. 3.5 却 是 整体 
性 的 ,没有 局 部 性 的 结论 , 这 里 只 要 举 一 个 很 简单 例子 就 可 以 看 
出 . 


lim sup 
Ey 


设 f(x) H Dirichlet BR, F r 为 无 理 数 点 , 则 对 任何 正 测 集 


oe ) 


五 ,一 Toy0( 五 。 =O. mE = 0 = f(x). 


但 了 在 x. 不 连续 . 

把 这 三 个 定理 以 整体 性 描述 可 得 一 个 比较 定理 . 

定理 6.3.6 若 了 在 区 向 了 7 上 是 有 界 可 测 函 数 , 则 在 7 上 7 了 E 
ACK A BE By) 的 充 要 条 件 为 每 一 个 ze € 了 对 任何 的 收缩 区 
间 叙 列 ( 或 规则 收缩 集 列 ,或 收缩 正 测 集 列 ){ 己 } ,都 有 


tim ZER 一 fOr). 


Eos, MEg 

为 进一步 讨论 与 DB, 类 的 关系 ,还 得 引用 Maximoff 定理 . 而 这 里 
不 给 出 证 明 . 

定理 6.3.7 设 f 定 义 在 [0,1] 上 ,f € DB, W 

Gi) 存在 映 [0,1] HE SHR, BB Poh Ee A. 

Gi) 存在 映 [0,11 #8 SABRE fe E A. 

利用 这 个 结果 可 得 B, 与 DB, 的 一 个 有 趣 的 差别 . 

定理 6.3.8 wf 200.1) LARA BR, N 

(1) E DB, 当 且 仅 当 存在 作用 于 [0,1] 的 同 胚 4, 使 f hE 
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A. 
(2) f E Bo 当 上 且 仅 当 每 一 个 作用 于 [0,1] RA ES oh E 
A. 
证 明 ”第 一 部 分 必要 性 就 是 定理 6. 3. 7. 
充分 性 Ehe ACDB,, i DB, 对 间 胚 变换 是 不 变 的 ， 
H a 
S=feheoh" € DB. 
现 证 明 第 二 部 分 . 
BEE BS Ee B, 则 对 于 任何 同 胚 h,f hE BAB C 
bA ARS eh © bA. 
RHE BEB AS ER—Ax 不 连续 ,只 要 证 明 必 存 
TERA. Soh eA. 
BSE DEN ARSE A. RASA SAGA. 
iS E DBs f FE xy 不 连续 . 这 样 存在 e > 0 REA, A 
OS h S 11d, > tortë (FG) — Fla) | > 2 
AWG bY xo, A FCB) > Fao) + e BET} 是 在 区 间 (zo,1) 
+ EAM F RBA, fH, € 7,, 由 定理 4. 3. 34, SES, LAS 


备 道 路 P,, 我 们 可 以 取 P, X1 PAE r E ÜP, i, 


Fla) > f(zo) + 6. & P= (zo) UUP,. 则 P 为 [zo,1] 中 无 处 稠 
EKATE. , 

BK 为 Fr,1] 的 另 一 个 无 处 稠密 完备 集 且 4 (K,z0) 一 1， 
VA h BRL.) 为 自身 的 同 胚 使 

ACO) = O, Co) = zoh (1) = 1, 

HACK) = 已 (参见 [87])，. 

RE- hE A. 

ARR. BS hE A MIS ALO 是 有 界 可 测 的 的 ,由 定 
理 6. 2.1 AS h RBAG) TRASS + Ade, H 


* 123- 


C(zoe + u) — GCT) 


>] fehdt 
u 20 
at 1 
=; J -hdt 十 pa f - hdt 
Lag exp tel NK [zo ag talk 


LAIENE +u | | | K) 
=f (2) +£) u 
-M m( (291% + u) K) 
t 


HP MEIS KER, Ady Kr) = 1. 
Gizo + u) — Gliro) 


lim sop u 
> fæ) + e> Slt) 一 了 (RCzo))， 
那么 六。 不 是 它 的 积分 在 ro 点 导数 . 这 是 矛盾 的 ,充分 性 得 证 ， 
Lipinski 证 明 本 定理 无 完 有 界 条 件 . 而 上 只 项 函数 是 可 和 的 , 但 
证 明 比 较 复杂 . 


§ 6.4 导 函 数 的 不 连续 点 


导 函 数 的 不 连续 点 有 很 多 复杂 的 情形 . Volterra 型 函数 在 无 
处 秽 密 的 闭 集 上 不 连续 ;Pompeiu 函数 在 任何 导数 不 为 0 的 点 集 
(处 处 和 密集 ) 上 不 连续 ;无 处 单调 的 可 微 函 数 的 导 函 数 也 在 不 取 
0 值 的 点 集 (也 是 处 处 稠密 集 ) 上 不 连续 ;定理 5. 4. 5 所 构造 的 函 
数 也 是 导 函 数 ,但 无 论 如 何 它们 的 不 连续 点 总 构成 F, 集 , 因 任何 
BES 有 不 连续 点 =, 则 了 在 点 的 振动 量 w(Cf,z) > 0, 而 
(zlodf ,0) > 0) =Ü lalea), 


因 |z| ecf,z) > > RAE, BEIRAREN F, 
n 
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集 , 从 而 连续 点 总 是 构成 G, 集 , 另 外 由 于 导 函 数 类 和 人 MEATA 
类 ,这 样 它们 的 连续 点 又 构成 称 密 集 . 由 这 些 基 本 事实 能 得 出 导 函 
数 的 连续 点 集 的 特征 . 

定理 6.4.1 BARKE 的 秽 密 Gs 集 , 则 存在 一 个 导 函 数 
FRE FACT HER, TEDA 中 不 连续 . 

证 明 E= 不 A, 这 样 E 为 F, 集 , 且 为 第 一 网 集 .“ 


BE = ÜE JUH E, DMR, HE E. 必 为 无 处 稠密 的 闭 集 ， 


FARER — An, E, C E.m. PETE, PE Volterra BB 
MF, Bs E EF. ec 的 每 一 邻 域 中 振动 于 一 1 与 1 之 间 , 令 


F(z) = D3 "F(z), 
a=1 


其 逐 项 微分 级 数 13-"F'.Cz) 是 7 上 一 致 收敛 的 ,从 而 FP) 是 可 
六 的 且 
F' (z) 一 > 37°F’, (2). 
下 面 直接 证 明 F 在 A 上 连续 ,在 上 不 连续 
事实 上 , 当 r € A 时 , 逐 项 微分 级 数 的 每 一 项 在 zo 点 是 连续 


的 , 故 一 致 收敛 的 ,其 和 六 在 zo 点 也 是 连续 的 ; 
Sr & AN, 4 m = min {a| x € En) WF ++ +P 


zo 点 连续 ,其 振幅 为 0， 而 去 Pi 在 z。 报 焉 为 去 且 È EF; x 


振幅 为 至 多 是 zx EF 在 za 的 振幅 至 少 是 坟 ;从 而 在 zo 点 不 连 
续 . 证 上 毕 . 
根据 上 述 讨论 和 定理 6. 4.1, 我 们 得 到 了 导 函 数 的 连续 点 集 
的 特征 ， 
定理 6.4.2 BAC [0.6] HFRBRHER ARH HRA 
+1256 


为 4 在 [a,5] PRS AY G 集 . 

顺便 我 们 给 出 一 个 定理 , 以 比较 一 般 函 数 与 导 画 数 的 不 连续 
点 集 的 差异 . 

定理 6.4.3 和 集 4C[a, 纪 为 某 一 函数 的 连续 点 全 体 的 充 要 
条 件 为 4 是 G; 集 . 

证 明 ”必要 性 已 在 本 节 引 语 中 指出 了 . 

充分 性 EAH G R. MHA HE 集 , [a,b ]\A 


= UE. JP E, AWR HE E, C Em & 


2, T 为 EN\E,_1 的 有 理 数 ， 
Sf, (x) = f- 2”, £ 为 EWNE,-1 的 无 理 数 ， 
0; rE A, 


则 f(z) = SA. 即 为 所 求 . 


事实 上 , 当 r E 4 时 ,对 任 给 e > 0, 总 有 和 ,使 2 一 e, 而 
io & Ey, BAO > 0, 使 (zo 一 Bro + 3) N Ex = Ø. 因此 
zE (r — 8,29 + 8) A SD 一 (zo)| N e e BPS E 
Xo 点 连续 ,而 当 XE [a,b ]\A. 了 在 To 点 不 连续 是 显然 的 ， 因为 xo 
€ ENE Mf, TW ro EENE ARREARS 在 zs 点 是 
不 连续 的 . 特别 由 于 [a,5] 中 有 理 数 点 集 是 下 集 , 无 理 数 点 集 是 G， 
集 . 因此 总 可 构造 函数 ,使 在 无 理 数 点 集 上 是 连续 的 ,而 在 有 理 数 
点 集 上 不 连续 . 

{AR OR RAE F, 集 . 有 理 数 点 集 也 木 是 G 集 . 因此 不 
可 能 构造 一 个 函数 ,使 在 无 理 点 上 不 连续 而 在 有 理 数 点 上 连续 . 

6.4.4 有 趣 的 是 [a,8] 中 的 无 理 数 点 集 , 选 定 一 个 FF, 集 
Ef EC {无 理 数 } N [a,6], 且 mE = b — a. 按 定理 6.4.2 存在 
一 个 导 函 数 了 ,使 得 了 在 EE 上 不 连续 ,而 在 [a,5 八 E 上 连续 , 即 有 导 
函数 了 在 [a,8] 上 ae. AER. 

上 面 已 经 看 到 一 般 函 数 与 导 函 数 不 连 续 点 集 是 有 差异 的 ,但 
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是 应 该 提 到 近似 连续 函数 与 导 函 数 的 不 连续 点 结构 相同 . 

定理 6.4.5 集 4 CC [4,6] 是 近似 连续 函数 的 连续 点 集 的 
充 要 条 件 为 4 是 在 [a,5] 中 稠密 的 G; 集 . 

证 明 ”必要 性 ” 因 / € A , 必 有 Jf € DB, 知 了 的 连续 点 集 
A 是 稠密 G。 集 . 

充分 性 ”只 楼 对 定理 6. 4. 1 GER PRE, 上 构造 的 Volkerra 型 
函数 到. 的 导 函 数 F', 改 为 近似 连续 函数 G,, 使 G, 在 x € E, 的 每 


一 邻 域 中 振动 于 一 1 与 1 之 间 , 这 样 G 一 5) 是 一 臻 近似 连续 


BRCM AES BR, AEE = [ab A 上 不 连续 ,4 上 
连续 . 
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第 七 章 BAH Dini 导数 


导 函 数 只 能 是 由 可 微 尔 数 所 导 来 的 ,而 上 下 导数 则 是 任何 函 
数 都 可 以 产生 的 ,因此 它 具 有 与 导 函 数 相同 与 不 闻 的 性 质 . 


$7.1 上 下 导数 的 定义 及 其 性 质 


.定义 7.1.1 在 第 一 章 已 定义 了 函数 下 在 某 一 点 z 的 右上 ， 
右 下 ;左上 ,左下 Dini 导数 , 即 D+ F,D, F,D F,D- FF, 此 外 ,上 ， 
下 导数 定义 为 ， 
DF = max{Dt F,D F}, 
DF = min{D, F,D_ F}. 
u DHF = Di 下 时 , 称 下 在 z 点 有 有 导数 , 记 为 所 +. 
X D F = DF tj, hF Er 点 有 左 导数 , 记 为 所-. 
XF, (2) 一 天- (z) 时 , 称 为 在 z 点 有 导数 F(x), 若 导数 
为 有 限时 , 则 称 玉 在 z 点 可 导 或 可 微 . 
BRE 定义 于 z 的 邻 域内 , 则 到 (zeo) 存在 的 充 要 条 件 为 
四 个 Dini 导数 在 zo 点 相等 
一 般 讲 函数 正在 某 些 点 上 的 四 个 Dini 导数 是 不 相等 ,但 当 FF 
是 区 间 上 的 连续 函数 时 , 则 它们 在 这 个 区 间 上 有 共同 的 上 , 下界. 
并 且 只 要 一 个 Dini 导数 在 某 点 连续 , 则 四 个 Dini 导数 在 该 点 都 连 
续 . 
定理 7.1.2 AF lab] 上 连续 , 则 下 的 每 一 个 Dini 导数 在 
[a,b] 上 的 界 与 差 商 < 二 了 全 在 zy? © [a,6] 时 的 界 相等 


证 明 BH rE [ Dt F(a) >M, 则 有 Ti > xo» fE 
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人 二 = ay >M, (7.1) 
从 而 [4,8] ERCO. D 的 上 界 必 为 D+ FEE D, F) 的 上 界 . 同 
理 , 也 是 Dini 左上 ,下 导数 的 上 界 . 
反之 ,车 LyX, € [ab]: £ 


M= F(a) 一 Fry) | 
zı — Xz 
H 
G(r) = F(x) — Mz,z € [a,b], 


则 由 GCz) 的 连续 性 及 G(z) =G), BA z, € [zz] 取 G 的 
”最 小 值 , 即 GCzs) = minG(z). 
ERE zs = z2, Bl Gir) = Gir) = minG(z), A) D, G(x) 
之 0, MA ii D+ Fla) >M. BARR, BB z; Fi za, W) zy E Crist), 自 
R D, Gr.) > 0, KPA D, FG) > M, Mi D, FAD F ELe, 
5] 的 上 界 必 为 差 商 的 上 界 . 
REX D- 下 与 D-F 可 得 相同 结论 以 及 有 关 下 界 的 结论 . 
定理 7. 1.3 若 连 续 函 数 下 的 四 个 Dini 导数 之 一 在 点 zo 是 连 
续 的 , 则 其 他 三 个 在 zx。 点 连续 ,这 时 所 有 四 个 Dini SRS AA 
a, BF Æ x, 点 是 可 微 . 
TA Ei DH F) 在 zo 点 连续 ,对 任何 > 0, 有 x, 的 邻 
域 U(x), 4 zE U (2x9) 时 ， 
D+ FG) — e < Dt F(x) < D+ F(a.) +e, 
由 定理 7.1.2 知 ,xi,x: E Ult), 
Elz) — F(x, 
( 2 = z ) € 
从 而 D, Fix), D F(xo),D_ F(zxo) 都 属于 
[DT Firo) 一 e, Dt F(x) + el, 
H e WEEER D, Fr), DEFC), DFi) REF Dt Flay), 
H D, Fle), D F(a), D. F(z) 在 zo 点 连续 的 . 
但 当下 为 不 连续 时 ,这 些 结 论 不 成 立 . 如 函数 已 为 (0,1] 上 的 
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[Dt F(x) 一 e,Dt F(a) + el, 


特征 函数 , 则 在 > =] 的 每 一 个 邻 域内 „D F(x) = 0,fH D4 FOD) 
=— 0 ,F, (0) = co, 4x A~1 MOW,D, F(x) = 0. 


$7.2 Dini 导数 的 可 测 性 及 Baire 类 属 


导 函 数 是 Bi 类 函数 , Dini 导数 不 总 是 B 类 的 ,但 它 仍 继承 它 
的 “ 原 函 数 ” 的 某 些 性 质 , 
定理 7.2.1 HF Elab] EART MKA, ERA Dini 导 
数 也 是 可 测 函 数 . 
证 明 ARMS Dt F, 其 他 情形 类 似 . 
UF ARR nmin > m, Dom Fr) 为 
FQ) — F(z) 


su 
euP, ł¿— z 


对 固定 xz, 则 有 


L i 
x+ m <i<atH}, 


Dt F(z) = lim limD,. (F;2z). 
对 任何 a € R, ERE Am = (2 |De CF 3x) > a). 

4 FERRERA KI, Ha € EN Aw HA 

nE fat Ezt), tt 
Go — FCro) 
to — To , 
从 而 取 充 分 小 6 > 0, 使 得 对 任 工 E Go — On + ONE: 
nE [z+ t, + 1), 目 一 kt) = Flee) _ > a, 从 而 


fo — £y + (ay — x) 
Eul EE y a, 自然 Dml Fir) > a, B) x E Ams A E N Arm 
.在 五 中 (相对 ) AAR, DOR E AWR, EN Ane AR. 
4 F, Aia b] LARE e b] 可 分 为 两 两 不 交 有 限 个 可 

AD = {z | Dm Fr) > a}, 


>a, 
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上 . 
| WEN 42 为 可 测 集 , 从 而 AS 二 UCE N AQ) 是 可 测 集 , 即 
Dm Fy 32) AM MBM, HE 忆 是 可 测 函数 总 有 一 列 简 单 函数 下 
_ 的 极限 , 知 
: Da CF yx) = lmDo Fisz) 
; WHY WR. BM Dt F 为 可 测 函 数 . 
”定理 7.2.2 设 下 是 在 [c, 缮 上 连续 函数 , 则 每 一 个 Dini 导数 
Ē B, U B, U B 类 函数 . 

证 明 ”考虑 D+ 下 ,其 他 类 似 ,DP。(CPFiz) 如 上 定理 所 规定 
EO — F(x) l 


in & 
= lim lim Da CF 32x). 


4F 连续 时 ， Da CF 5.2) 是 连续 函数 ， t Dt Fiz) 为 类 属 不 超过 2 
的 Baire 函数 

注意 连续 函数 的 Dini 导数 在 典型 情况 是 B, 类 的 ,当下 是 无 处 
可 导 处 处 连续 函数 时 , 则 D+ F E B,, 因 若 不 然 ,D+ F € B UB, 
D* 下 必 在 [0,1] 中 一 个 主 剩 集 上 连续 ,由 定理 7.1. 3 可 知 在 此 主 
MEEF 必 可 导 , 这 与 下 的 假设 矛盾 ,可 知 典 型 连 续 函 数 的 Dini 
导数 是 B, 类 的 . 


定理 7. 2.3(Hajek) ” 设 下 为 定义 在 区 间 1 上 任意 函数 , 则 DF 
是 B, U B, U B, 类 的 . 

证 明 ”首先 注意 下 列 事 实 ; 若 4 是 不 退化 区 间 的 并 集 ( 开 或 
AT wT UES TH) WARE. A AMS AB 
集 与 可 列 集 之 差 . 

事实 上 ,A 至 多 是 可 列 个 互 不 相交 的 不 退化 成 分 (区 间 ) 之 并 ，. 
BA =e 为 J 的 内 点 集 , 即 J 去 掉 端 点 的 开 区 间 ， 


we J) = Noe J)YUC=@ AUC, 
其 中 心 为 UGND 的 子 集 , 故 为 可 列 集 ,而 (多 4) U C RAR 
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Dt 五 (z) 一 lim sup 


现在 只 要 证 明 对 任何 = E 及 , 集 
{z| DF) Sa} 和 (z| DF) <a} 
分 别 是 Fw 和 Gu 集 . 
不 妨 先 考虑 {z| DF (x) > a), > 


s.— [lac a< t FO — FO > 一 1}, 
A= ACU, 
由 上 述 事 实 可 知 ， pE AF, RARA Fas 集 . 


Hue A = {z| DF(x) > a}. 
因为 若 to € {x| DF(z) = a}, A Xn 一 to 使 得 
Fla) — Fa) sy 2 Ain el<}, 


Ta — Xo 
HIERE Rx sry] € Sar ATARA nxo E VY J ,得 EA, 


反之 ,车 x € A, 对 任何 zs 有 [La,z] ,ro E Cab], 
-axt „EO EO) > L, 
anata Eao) 和 (20) — FO 之 一 必 大 于 “一 二 ,从 而 


ty © (x| DFG) > a} ,得 (z| DF (xe) Sa} = A 是 Fw 集 , 而 
(z| DF(zx) <a} =U CUYD), 


由 上 述 事实 知 (名 GUY) UC, = F, 2A, AC, 为 可 列 集 , 设 
UCe CUD UC) = 

其 中 C 为 与 U《 CUD) 不 相交 的 可 列 集 C, 之 并 ,M È F, 型 

W, H{z|D F(x) < a) = MC 故 同 为 Fw 与 Gu 集 . 


$7.3 Dini 导数 的 准 Darboux 性 质 


容易 构造 一 个 函数 , EW Dini 导数 没有 介 值 性 ,如 |z1, 本 节 
«132° 


将 讨论 Dini 导数 的 准 介 值 性 . 

引 理 7.3.1 ECER 中 无 处 稠 窗 的 有 界 闭 集 ,有 是 在 C 上 连 
续 且 严格 单调 函数 , 则 FCC) CER 中 无 处 稠密 的 有 界 闭 集 . 

证 明 ER y. E FCC). yn > yo Ac. € C, E yn = Fin) 
RIB r, > zo E Cys yn = F (1n) > F(x), AMI yo = F Czo) € 
F(C) RFC) 为 闭 集 . 

再 车 zz 9, E Cyr CT (2,22) C= 多, 不妨 设 下 为 上 升 ， 
WW F(x) << FG) HFG) FG) N FO) = SAIC HEAL 
密闭 上 集 时 ,F(C) 为 无 处 稠密 闭 集 . 

引 理 7. 3.2 若是 R 上 的 连续 函数 , 集 {z|D+ F(x) SO) E 
铀 密 的 ,对 每 一 个 下 整数 4, >. 

Cc, = [| eto- EE < gocat], 
RIC, U FCC,) 是 第 一 纲 集 . | 


ER ” 设 7 是 长 度 为 zx 的 闭 区 间 , 由 为 连续 函数 , 则 


C, n J 是 有 界 闭 集 ,事实 上 , 若 x E Cp N St ros 
Fon 十 W -Fa 1l 


~= ont 
可 知 
F(a +h) — FO) 1 
A = 


2’ 


得 zo € C, NIMC, N J BAR. | 
另 一 方面 ,由 {z|D+ F(x) > 0) AAEH, 


CNIC lz 


TAWE C, 1 J 又 必 是 无 处 稠密 的 闭 集 . 
再 者 ,由 于 下 在 C 7 是 严格 下 降 的 ,因此 由 上 述 引 理 知 


C, ND UFC. N J) 都 是 无 处 稠密 的 闭 集 , 设 R = OAE 
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Dt F(z) <— 4 ， 


J, BARBS, 的 闭 区 间 , 我 们 可 写 为 


C, U FC) =U. N JD U FC, AD). 

因此 CU FCC,) 是 可 列 个 无 处 黎 密 集 之 并 ,所 以 是 第 一 网 集 . 

引 理 7.3.3 设 下 在 民 上 连续 , 集 {z|1D+ Fiz) > 0) 是 稠密 
的 , 令 N = (z|Dt FG) < 一 0) 则 N U FIN) 是 第 一 纲 集 . 

证 明 由 上 述 引 理 及 下 列 关系 , 即 得 

N U FON) = UIC, U FE] 

引 理 7.3.4 REFER 上 连续 , 若 集 {z|Dt+ F(z) > o0) E 

密 的 , 若 a < 之 5 时 ,F(a) > FS), UF AS 
{zID+ F(x) = 0} f (a,6) 

ABM CFO), F)) PRA AHF RC ERIE). 

证 明 ”对 每 一 y,F(5) < yF), mR 

My) = sup{z € (a,6)|F(z) = y}. 
We = My), W Dt F(z) < 0, AF hizi Dt F(z) > 0} 为 
LF), Fla) ) 由 上 述 引 理 7.3.3 知 , 集 N = (2|Dt F(z) <0} 与 
FIN) 为 第 一 岗 集 , 故 F 将 
{z|Dt F(z) = 0} 1) (a,b) 

MAFO, Fa) PRETE. 

引 理 7.3.5 EF RER 中 连续 且 {z|D+ F(z) 0) 是 稠密 
的 , 则 或 三 是 不 减 的 ,或 集 {z|D+ Fix) = 0} RBH. 

证 明 BF RRMA, OA a <b,F(a) > FO), AID 
7.3.4, {2]Dt F(z) = 0} N (a,b) 映 人 主 剩 集 , 故 其 势 为 <. 

EA 7.3. 6(Morset]) EF BR EAE SER IM, a 为 实数 ， 
集 {z1D+ F(x) >a} 在 R PRP, ARE ro CRD F(a.) 一 
a, WISE {2 |Dt Fir) = a) 的 势 为 c. - 

证 明 HZI GC) = F(x) 一 ar 应 用 引 理 7. 3.5 即 得 . 

这 个 定理 给 了 某 些 连 续 画 数 的 Dini 导数 所 具有 的 准 介 值 性 , 
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定理 7.3.7 车厂 在 区 间 7 上 连续 , 它 的 Dini 导数 (如 D+ F) 
在 了 的 每 一 个 子 区 间 上 是 上 , 下 无 界 的 , 则 D+ 正在 每 一 个 区 间 上 
取 一 场 值 且 对 任何 实数 w, 集 {z1D+ F(z) = a) 的 势 为 

WEAR D+F 在 每 一 个 区 间 上 , FER, 则 对 任何 实数 a, 集 
{z|D* F(x) Sa} 为 稠密 集 , 并 且 有 =, 使 D+ Fa) < 过 a 集 ,由 定理 
7. 3. 6 得 出 集 {z|1D+ Fir) = a} 的 势 为 <. 

定理 7.3.8 车 正 在 7 上 是 连续 且 无 处 可 微 , 则 DHF EI p 
”每 一 个 子 区 间 上 取 一 切实 数 日 对 每 一 个 2, 集 {xz|D+ F(x) = a) 的 
势 为 c. 

证 明 FER [0,6] CT, AF Dini 导数 必 上 ,下 无 界 . 因为 不 
然 ,不妨 设 DH F(z) > M 在 [a,6] 上 成 立 ,由 定理 7,1.2 四 个 
Dini 导数 都 以 一 M 为 下 界 , 这 样 G(z) = F(z) 十 Mz 是 单调 ,从 
而 在 Le, 的 Eae 可 微 , WS FIRTATTA, 因此, 由 定理 
7.3.7 可 得 ,对 每 一 个 实数 a, 集 {z|D+ F(z) = a} HBB. 

注意 由 于 处 处 连续 无 处 可 导 函 数 是 典型 连续 函数 ,可 见 典 型 
连续 函数 的 Dini 导数 是 Darboux 函数 (其 至 是 DD MD BBR, 

例 7.3.9 ULF de Cantor BR, WE Cantor 集 的 接 邻 区 间 上 ， 
Dt F(x) =0, FFE x, € [0,1], EF (x) = 00 ( Ay F" (0) = œ), 
WE a> 0, {2| Dt F(x) = a} 的 势 为 c. 

本 例 说 明 Cantor 函数 的 Dini 导数 也 具有 强 介 值 性 

7.3.10 HEA] 中 可 测 子 集 ,[0,1] 中 任何 区 间 了 7， 

mU (1 E) > 0, mU\E) > 0. 

WFC) = [Odi EP k) WE EGER WP = x00) 


ae. MY, RE FE E SB EP (x) = 1, 这 样 D+ F 在 该 全 

密集 上 也 为 1. ATH, AINE WB LP a) = 0, 同样 D+F 

= 0, HEH 7. 3,6 知 D+ 下 在 c 一 BR EMO 与 1 之 间 每 个 值 . 

RARER RRS) IFA FP ESM, TH Dini 

导数 也 具有 Darboux AMEA D*,D** 性 质 ), 这 比 第 三 章 所 
“。 135 。 


人 为 构造 Darboux BR ARES, Fikes. 
§7.4 Dini 导数 间 的 关系 


容易 构造 一 个 函数 在 某 一 点 ro 点 四 个 Dini 导数 是 不 同 的 , 然 
而 ,每 个 函数 的 四 个 Dini 导数 也 并 非 处 处 可 以 自行 其 事 的 ,Dini 导 
数 之 间 有 着 某 些 的 关系 . 例如 定理 5. 1. 2 证 明 对 于 连续 函数 ,四 个 
Dini 导数 在 每 一 个 区 间 中 有 相册 的 界 等 等 . 

定理 7.4.1 若 王 定义 于 及 , 则 集 

A= (2|Dt F(z) < D- F(2)}, 

. B= {z|D Flz) < Dy F@)} 
至 多 是 可 列 集 . 

证 明 ”只 要 证 明 4 为 可 列 集 ,BB 是 类 似 的 . Here 4, 取 h,k 是 
有 理 数 ,使 

` Dt F(a} <h <k < D Fle), 
总 有 自然 数 n, 邻 
)— f(z) <h, 


Aun = |z| 当 < 一 < 二 三 
0<z—t< t EO AA 54}, 
对 于 z € Am Be E [zet ERSO — he < f(x) — he, 
re [z— iH,z| 时 ,f(D -u> fa) — be. 
容易 看 出 ,| = 一 2.244 | 中 除了 2 以 外 再 无 hu 中 点 ,并 且 任 


何 长 度 为 二 的 开 区 间 至 多 包含 集 4u 的 一 个 点 ,而 集 4iw 至 多 是 可 
列 个 ,因此 U hu 是 可 列 集 ,但 由 于 4 C U hw 这 样本 定理 获 证 . 
定理 7.4.2 ”车 下 定义 于 (一 œ), M 
E= {z| A SF. 与- 存在 但 不 相等 } 
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是 可 列 集 . 

7A AP @&>F, (zx), 则 D_ Fi) > Dt F(z), 由 上 
定理 知 ,至 多 在 可 列 集 上 成 立 , 即 所 _ 志 F 除了 可 列 集 以 外 均 成 
WP SF 也 除了 可 列 集 以 外 是 成 立 的 ,得 FF 二 Pr- 除了 
可 列 集 是 成 立 的 . 

但 这 切 不 可 理解 为 “ 单 侧 导 数 之 一 存在 而 导数 不 存在 的 点 集 
是 可 列 集 ”. 甚至 对 于 连续 函数 也 没有 这 个 结论 ， 

例 7.4.3 构造 一 个 函数 下 ,使 集 | 

(rF (x) 存在 ,而 F(z) 不 存在 } 

是 不 可 列 集 . 

首先 在 [0,1] 中 构造 类 似 Cantor 集 的 无 处 稠密 的 完备 集 已 , 具 
体 过 程 如 下 : 

对 [0,1], 第 一 次 去 掉 正 中 间 的 长 度 为 (1 一 2-1) 的 开 区 间 , 留 
下 的 两 个 闭 区 间 , 每 个 长 度 为 2 ;第 二 次 对 留 下 的 每 一 个 闭 区 
间 ,去 掉 正 中 间 长 度 为 全 长 的 (1 一 2-2 的 开 区 间 , 留 下 四 个 区 间 ， 
长 度 为 2 5, 总 长 为 2 . 依 以 继续 .…; 第 次 对 所 留 下 的 2"! 个 闭 
区 间 的 每 一 个 去 掉 中 间 长 度 为 全 长 的 (1 二 2 FRB Eat 
闭 区 间 总 长 度 2-“ 守 ,每 一 个 区 间 长 为 2-"2 一 车 ，…, 最 后 贸 下 
的 集 记 为 P. 

现在 来 定义 函数 下 , 设 HP UAE, > FEE 
取 值 为 0, 若 (a,5) 为 P RAE n KERKESE, Fa = 0,F E 
[a,b] HRE BR An” ABA FRESE RT HEP ESB 
右 端点 以 外 均 为 连续 的 . 

JEE H EFEO. 

E ro € H,z > 2, W z EH RY, 


FO) ~ Fl) _ 
fig 24 x & Hr E€ La,b], (a,b) 为 第 n KARP 的 接 邻 区 间 , 则 
F(a) — Fla) _ FO) — Flay) 


os < 


z — ty 而 一 To 
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Tb Sa 
W r- rt, & H, VA n— 00, Fy (xo) = 0. 
. 而 再 考虑 zo 的 左边 ,在 第 = 次 去 掉 的 ,在 ro 左边 与 zo 最 靠近 
AY KIA ab) b S to A 


To b K2 2 


<2 ig Se 2624x254, 
w 
FO) 一 F(x) 1 é—a a 
SST y K ’ 
b — xo n Zy — $ n 


这 对 任意 大 ,都 可 选 这 种 区 间 (a,5) ;从 而 D_ Fizo) 二 一 oO, 
gya ELEG 0, 故 D- Fi) 一 0, 可 知 下 满 


a@— Xo 
EMER: EH LF HEF- 不 存在 ,而 五 为 不 可 列 . 
上 述 F 在 PP 的 接 邻 区 间 (z,5) 的 右 端点 是 不 连续 的 ,我们 不 难 
将 下 稍 作 改变 构造 G, 使 G 在 [0,1] LER, HAH LAA Rt 
性 质 . 
Dini 导数 的 最 主要 结果 是 Denjoy-Young-Saks 定理 . 在 1915 
年 Denjoy 对 连续 函数 ,1916 年 Young 对 可 测 函 数 ,1924 年 Saks 对 
任意 函数 给 出 了 证 明 , 这 个 证 明 参 考 L114j,[117]. 
定理 7. 4.4 FELT RAI, WRT PROBST 可 分 解 
为 下 列 四 种 集合 ， 
A = {x|F 有 有 限 导数 }， 
A, = {z| Dt F = D- FAWR), X D F = ce 
H D, F =— co}; 
A, = {z| Dt F =00, D- F =— o, 
HDF = D, FAR); 
A = {z|D F= D F= co, X D, F = D- F =— œ}, 
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注意 本 定理 对 于 定义 于 任何 集 互 也 是 有 效 的 ,只 要 按 自然 方 
法 定义 Dini 导数 ,( 即 差 商 只 在 所 讨论 的 五 上 考 砌 ) ,可 以 举例 说 
明 存在 函数 使 其 每 一 个 Ars AzA A 有 可 能 出 现 正 测度 . 

由 定理 7. 4. 4 可 推论 ; 

G) 单调 (不 减 ) 函数 是 a.e. 可 微 的 (因为 集 4;,4; MA, 在 这 
时 是 空 的 ); 

(i) 有 界 变 差 鸭 数 是 a.e. 可 微 的 (因为 这 种 函数 可 以 分 解 为 
BTA RBZ); 

GDF 的 每 一 个 Dini 导数 是 ae. 有 限 的 , 则 下 是 a.e. 可 微 的 ， 
(因为 A, A, 和 A ERM); 

Gv) EAR RRA, 其 上 左右 单 例 导数 之 一 是 存在 且 无 限 
的 点 集 为 等 测 集 , 即 

{r| F+ (2) =t œ} U {(2|F’_ (rz) 一 士 co} 
是 零 测 集 ,( 因 为 这 个 集合 与 A A,A 或 A, 均 不 相交 )， 

可 以 看 出 Gii) 改善 了 重要 结果 : 有 有 界 Dini 导数 的 函数 是 
ae. 可 微 的 ,而 现在 有 界 性 可 用 a.e. 有 限 性 代替 (甚至 不 要 求 下 
是 连续 的 )， . 

ER Gi) 昭 求 函数 的 每 一 个 Dini 导数 都 是 a.e. 有 限 , 如 函数 
仅仅 一 个 Dini 导数 之 一 是 a.e. 有 限 ,这 个 函数 仍 可 能 不 可 微 ( 例 ， 
无 理 数 集 上 特征 函数 ). 

Hiv) 对 比 , 注 意 存 在 函数 有 一 个 Dini 导数 是 处 处 为 + 00. 

例 7.4.5 每 z€ [0,1), 用 三 进 制 表 为 xz = 0. aaas, HP 
4 是 0,1 或 2, 当 z 有 两 种 表示 时 ,不 以 2 为 循环 , 令 

F(x) = 0.56zpa mp 二进制 数 )， 
其 中 当 m = 2 Yd, = 1, 4 a = 0,1 It ds = 0. 

可 以 验证 ,(1) Dt F = œ; (2) 下 在 无 尽 三 进 小 数 点 是 连续 
的 ;(3) F 是 处 处 右 连 续 的 . 

AG z = 0.aiaz…a… 为 三 进 制 小 数 , 不 以 2 循环 . 总 有 

my < am "TT dy, F 2, 
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hy = (2)" oft)" c¥., 二 1 或 0)， 


F(z + hy) — FOr) _ la)” (2 


" (alta) 


即 D+ F(z) = co, 得 (1). 再 者 , 当 0 < < |F)" at, 


— OO; 


[Fe +h) — F@|<(4]", 


故 得 (3), 最 后 , 4 x 为 无 尽 三 进 小 数 时 , 即 从 任 一 位 以 后 不 可 能 都 
为 0, 也 不 可 能 都 为 2, 总 有 
Ny ja < 
an E Oran, F san, F Oran, 天 2 


wre al < [二 |” 时 ， 
Fiz +h) 一 PFCz)| 去 [二 | 


故 得 (2). ， 
但 不 可 能 构造 例子 ,使 F(z) 在 [0,1] 上 连续 上 且 Dt F(x) = 
oo, Ay F(x) 不 可 能 在 某 一 区 间 上 单调 ,不 然 所 (z) ae. 存在 与 
D+ F(z) = co AYE, EF EL, D 上 无 处 单调 ,总 有 zo。E (0,1) 取 
F(x) 的 极 大 值 ,这 又 得 D+ Fa) < 0, 与 D+ F(z) 三 oo MF. | 
另 一 方面 如 在 第 一 章 所 指出 可 以 构造 连续 函数 下 ,使 在 每 一 

点 z+ 都 有 
lim sup Fath) Ee) 


a0, 


(也 就 是 在 每 一 点 zx; 或 Dt F(x) = co Ñ D- F(x) =— 00). 


= 0G} 
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第 八 章 。 同 胚 创造 和 破坏 的 性 质 


由 于 作用 于 区 间 7 = [a,8] 上 同 胚 变换 总 是 单调 的 , 今 避 ”为 
作用 于 了 的 全 体 上 升 同 胚 类 , 设 多 AEM RAT ERR, 
F og ARABS ASK KAY HAAR. HSE 
F hE & 5° 为 复合 运算 . 

同样 可 考虑 外 同 胚 or 。 ,不 过 这 时 为 作用 于 实数 轴 民 
到 R 的 上 升 同 胚 . 很 多 函数 类 同 胚 (或 内 或 外 ) 是 封闭 的 ,如 连续 
函数 空间 , 固 变 函数 类 ,Baire 函数 类 ,Darboux 函数 类 等 . 即 若 多 
AERA WF o g 一 多 GF oF =F .但 是 有 
的 函数 类 则 不 然 , 如 可 微 函 数 类 和 导 函 数 类 , 同 腑 变换 下 ,可 使 可 
微 隔 数 成 为 不 可 微 函数 ,也 可 使 导 函 数 成 为 非 导 函数 (这 两 种 情形 
的 反之 亦 然 ). 

本 章 讨 论 在 同 有 是 变换 下 ,如何 使 某 些 不 可 徽 的 函数 创新 成 为 
可 徽 函数 ?讨论 创新 可 微 函 孝 的 条 件 , 和 如 何 使 导 函 数 ( 有 原 函 数 
的 函数 ) 敏 坏 成 为 非 导 函 数 ( 没 有 原画 数 的 函数 )? 

EI =F e or ; 则 对 每 一 个 g € 多 AERC oO fE 
多 使 8 一 了 BE fag kher Be AR 
PR APR BROT AERA AS PRR. 例如 
7 是 可 微 西数 类 , 则 多 是 可 用 辐 胚 变换 为 可 微 函数 的 函数 类 ， 
EF 为 导 函 数 类 4, 则 多 是 可 用 同 胚 可 变换 为 有 原 函 数 的 函数 ， 
,本章 对 这 两 类 函数 分 别 讨论 内 外 同 胜 的 变化 . 
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8 8.1 ”内 同 胚 创造 微分 的 条 件 


大 家 知道 函数 Fr) = |r| MG) = rsin teco = 0) 在 


[一 1,1] 上 除了 原点 以 外 都 是 可 导 的 ,将 函数 A) = OAT 
[- 1,1] 上 的 同 胚 ) 与 或 G 复合 , 即 得 
(Fo Ayr) = F(AGr)) = |z) = |l’, 


(G :YrY) = G(R) = z’sin Leao) = 0), 


都 成 为 处 处 可 导 函 数 . 

稍为 复杂 一 点 , 设 天 为 标准 Cantor 函数 ,这 个 函数 是 不 减 的 ， 
并 且 在 Cantor 集 C 上 的 每 一 个 接 邻 区 间 上 是 常数 , 它 映 Cantor 集 
C 为 [0,1] ,是否 也 在 在 适当 同 胚 变换 ,将 天 变换 为 可 微 函数 ? 下 面 
对 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ,这 样 一 来 , 由 于 与 同 胚 的 复合 仍 
是 Cantor 型 函数 ,因此 再 次 证 明了 可 微 的 Cantor 型 函数 的 存在 
性 . 

对 上 述 三 个 函数 Fir) .G(z) Ki) 都 分 别 肯定 了 有 相应 同 
胚 变 模 ,使 其 复合 能 成 为 可 微 函数 ,那么 是 否 存在 否定 的 情形 ?以 
及 肯定 有 这 种 同 胚 的 条 件 是 什么 ? 

EM, RFU 。h) (x) 不 仅 可 导 并 且 导 数 是 有 界 的 ,甚至 是 连 
续 的 . 这 样 进 一 步 再 问 ,是否 存 在 适当 的 同 胚 ,使 (G。 有 (x) 或 
(KA) 也 同样 有 有 界 ( 甚 至 连续 ) Seek? 

因为 有 些 性 质 在 同 胚 变 换 下 是 不 变 的 , 如 连续 性 , BSH, A 
些 却 不 然 , 如 可 导 性 ,有 原 函 数 性 等 , 下 面 就 根据 不 同情 况 来 加 以 
iH. 

引 理 8.1.1 ZCO AG ARAR, MELo] LF 
在 绝对 连续 函数 G, EAR a € Z.C@ = o, 而 对 
rE€[0,1N2Z,G (zr) 21. 

证 明 ”如 定理 5.4.5 PER YE = [0,1 下 2Z ,可 构造 族 了 P,， 
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AD 1 BA <A HP, CP, HE = UP. 并 且 在 归纳 过 程 中 ， 
确定 了 P. 以 后 ,保证 已， IL FEM P, 的 每 一 个 接 邻 区 间 ， 确切 
地 说 , 若 了 是 P, 的 接 邻 区 间 , 则 

HD > 1 — |F], 


be 为 定理 5. 4. 5 me /的 倒数 ， 即 
OO, Ër EZ, 
inff{A|z € Pi}, FCE, . 
那 末 与 了 类似 处 理 ,可 知 g 是 [0,1] 上 的 下 半 连 续 又 上 半 近 似 连续 
BREE Z 上 是 广义 连续 的 ( 指 当 z € Z,limg(y) = o). 
车 m, BIRALO LNP, 的 测度 ,7 为 P, 的 接 邻 区 间 集 , 则 
Matı 一 Yom P an) = > ||? 
Sm (UD? =m,’ , 
由 此 可 知 ,g 为 (ZL) 可 积 的 ,因为 
f = 2 (n + Lm (Piai\P,) ， 


oo 


<D nt DaN PI < Fn + 1)m, 
n=l næ] 


oo 


glr) = 


<=>} (n+ Dm’ <c, 
a=1 


FG) = gdi, N G 是 绝对 连续 的 ,再 用 & 的 近似 连续 性 ,可 得 
xO EG (x) = glz) > i,r E Z,G' (x) = œ, 
”引进 8.1.2 车 了 在 [0,1] 上 连续 有 旦 轿 变 , 则 存在 作用 于 
“[9,1] 上 的 同舟 大 ,使 了 .天 满足 Lipschitz 条 件 . 
证 明 ”对 每 E [0,1],4(z) 记 为 在 [0,z] 上 函数 了 的 图 象 
的 弛 长 ,一 4(1) BRAS, AS 为 作用 于 [0,1] B.S 


AG) , 则 有 即 为 所 求 的 函数 . 事实 上 , 自然 是 [0,1] 上 
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A(z) = 


的 同 胚 , 且 0 < t < r: < 1 BY Be ty = hay) st: = h(a,), Rl 


LAED = fay) -| fe) =f) | 
Xe 一 并 hte) 一 A da) 
_,, f@) — f@) 
一 | AG) — AQ)! SA 
Hal f -h & Lipschitz 函数 且 常 数 为 工 . 


定理 8.1.3 了 定义 于 [0,1j, 则 存在 作用 于 [0,1] 上 同 胚 映 象 
,使 f。 有 可 导 且 导数 有 界 的 充分 且 必 要 条 件 为 是 连续 旦 园 变 
的 ， . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 因 当 J/。h 导数 有 界 必 连 续 同 变 , 故 
fH=fohoh” 也 是 连续 图 变 的 . 

充分 性 ”了 是 连续 且 轿 变 时 ,由 引 理 8.1.2 可 以 不 妨 设 f 是 满 
E Lipschitz 条 件 并 且 常 数 为 L, 令 W = {zlf 在 z 点 是 不 可 微 的 ) 
Wm(W) =0. — 

设 Z 是 测度 为 0 的 G; 集 , 且 W CZ, h38. 1.141,01] 上 
存在 连续 严格 上 升 梢 数 G, 使 在 Z 上 ,GG (r) = oo, 而 在 [09,1]\Z 
EGS 

— _ Gr) — G0) 
hla) = G0) — Goo)’ 
它 构成 [0,1] LARAK, EFE e> 0,42 € Z,8 A) G) 
= co 车 zx € [0,1]\Z,AA'Y @) >a. 

这 样 当 z E AZ) AYA (Cz) = 0,9 x E [0,1] ICZ) 时 ， 

(x) < 二 .对 此 大, 当 zy © [0,1] 时 ， 
Cf hy) — UF 2h) (Cr) 


¥T FT 
{£A — fha) | Ay) — hlz) 
Aly) — hlr) your ' 


车 当 hCx) E Z, 则 Cx) = 0, 因 此 , 当 ? 一 工时 ,上 述 等 式 的 
第 二 个 因子 > 0, 而 第 一 个 因子 由 于 了 满足 Lipschitz 条 件 因子 是 
ARAN WCF +h) Cr) = 0. 
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若 当 A(z) € [0,1]\Z 时 ,f 在 h(z) 点 上 可 微 , 故 
FAY a) = f EW D HIF a aL E, 


RS eh 是 可 微 的 , 它 的 导数 有 界 为 二 . 

由 于 我 们 上 述 三 个 例子 都 具有 连续 轿 变 性 ,可知 它们 都 存在 
各 自 适 当 的 同 胚 使 其 复合 为 可 微 函 数 ,但 由 于 每 个 函数 性 质 不 同 ， 
其 所 得 的 结果 也 不 同 ,如 G AR, TE HE a ag, A 
此 对 任何 同 胚 #, 都 不 能 使 (G .ji Cz) 轿 变 ,更 不 可 能 有 有 界 导数 ， 
而 对 天 却 存 在 同 胚 #, 可 使 (入 © h) (2) 有 有 界 导数 ,但 仍然 不 能 ( 象 
(F oh) (x) 一 样 ) AEREA EK o 有 有 界 连 续 导 数 . AE 
不 然 , (KK。h) (zx) 有 连续 导 函 数 是 在 处 处 稠密 集 上 导数 为 零 , 则 导 
函数 必 便 为 零 . MICK -AO 为 常数 ,这 是 不 可 能 的 . 

顺便 作为 本 定理 的 应 用 ,给 出 下 列 定理 ， 

定 运 8.1.4 设 7 为 平面 上 可 求 长 曲线 ， 那么 存在 7 的 参数 
示 , 其 坐标 函数 可 导 且 导数 有 界 的 . 

证 明 ”由 于 7 为 平面 上 可 求 长 曲线 ,那么 7 的 参数 表示 为 

“= = r(t), 
y= y(t) , 
Fi AB ERB x (2), y(t) AE E, EM 8.1.3 知 ,存在 
UREA, xh), yA 成 为 可 微 函 数 . 那么 7 的 参数 又 可 表示 
为 
(= = x(h(t)), 
y = y(h(2)). 


$8.2 外 同 胚 的 可 微 性 


下 面 来 讨论 通过 枉 数 值 域 的 同 胚 变换 构造 可 微 丽 教 ,究竟 是 
-怎样 一 类 函数 可 以 通过 值 域 同 胚 变换 使 其 成 为 可 徽 函数 呢 ? 
| “首先 再 次 考虑 Cantor RA K, EW Cantor RRA KILO, 17, 
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因此 ,若是 作用 于 [0,1] 上 的 同 征 的话, 那么 关 。 天 将 映 测度 为 堆 
& Cantor 集 为 一 个 区 间 ,这样 它 不 可 能 满足 JIysmxkN) 条 件 的 ,所 
以 也 不 可 能 是 可 微 的 . 所 以 对 六 不 可 能 用 值 域 同 胚 变 换 ( 外 同 肛 ) 
而 获得 可 微 函 数 . 这 个 论断 对 于 任何 映 零 测 集 为 区 间 的 函数 都 是 
正确 的 ,但 并 不 是 对 于 性 何不 满足 myawaCN) 条 件 的 函数 都 是 正确 
的 . 例如 , 若 上 是 严格 单调 连续 函数 , 则 令 产 = 广 :, 可 知 六 .了 三 了 
同 胚 疡 立即 解除 由 上 子 造 成 的 不 可 微 情 形 . 

定义 8.21 称 f 是 满足 Banach 条 件 3, 是 指 对 每 个 ~ > 0， 
存在 相应 :法 0， 当 m(E) <et, mE) <r. 

称 王 是 满足 条 件 8 的 ,是 指 对 了 值 域 中 每 一 个 区 间 J 了 ,相应 有 
e > 0, ASEM A WE Ef (LE) D J,A mE De. . 

定理 8.2.2 Ff [0.1] 上 连续 ,下 列 条 件 是 等 价 的 ， 

GQ) FER ERER Bh f RAR SR. 

(2) FER CHAE h, tE h. S EAR. 

(3) TERS. 

证 明 (1)=>(2) 是 显然 的 . 1 

(2)=>(3) 由 于 条 件 8 是 对 外 同 胚 不 变 的 ,所 以 只 要 证 明 可 微 
RAMES, 由 于 f 是 可 微 的 ,那么 下 是 ACC. (参看 第 九 章 第 
9.3.17) 从 而 子 满足 条 件 S, 也 就 满足 条 件 3 . 

(3) 过 (1) 不 妨 设 了 是 定义 于 fo,1] 且 取 值 于 [o,1] 的 序数 ,下 
面 分 两 步 证 明 , 先 证 (i) 有 作用 于 [0,1] 上 的 则 胚 g, 使 g8。* 了 是 满足 
Lipschitz 条 件 , 再 证 (G 存在 作用 于 [0,1] EAI A. Ae gef 
是 有 有 界 导数 的 ， 

Reo = 0. 对 每 一 个 yE 0,1], 

go(y) = inf {e| FE E C [0,1] mE = ,上 自 [0,y] CA(E))， 
AS MEAS ,go 是 严格 上 升 的 连续 函数 . 

下 证 g。 了 是 满足 Lipschitz RH. HOS a <2. <1, A 
BED 与 goCFCzz)) 所 确定 的 区 间 是 soC7[zzs]) 的 子 集 , 由 
Bo 的 定义 可 得 不 等 式 
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LeS Cad) — goif (22)) S la, — ard. 


igo) = ED , 知 g 是 作用 于 [0， 1] 的 同 胚 , 即 得 


laf) — ela.) | <& na! — 23}. 
RSi =g. f WS ae. 可 导 的 , 它 的 所 有 Dini 导数 绝对 


有 界 ,其 界 为 


令 Z 为 所 不 可 微 的 点 集 ,Z 为 零 测 集 , 则 mCf1(2Z)) =0, RH 

为 包含 六 (2Z) 的 G BH, AmH =0, HRS. 4.5, AE A 

| has IË haO) = ORs E 日 时 ,Wo(z) = 0, Mz E [0,1]\H 时 
| O<A (x) < 

| ‘he (x) 


Tisy dq)" 
”证明 一 样 ， Cn = MED yp ALA + 所 是 可 微 的 ,并 
i EHAA r € [0,1], 有 
| ' 1 
[he fiV (Cx) | SS TDR)’ 


这 样 h。g 就 是 所 要 求 的 同 胚 ,并 且 使 (3) 过 (1) ,成 立 . 
§8.3 导 捕 数 的 不 可 扭曲 性 


如 前 所 知 , 导 足 数 类 44 其 至 对 于 自 乘 不 封闭 ,表明 与 连续 函数 
”复合 是 不 封闭 的 ,但 当 有 为 线性 函数 时 , WH Ea SARS, 
(Cz) = 有 f(z)) ye FBR, WEF EAE ERA FB 
和 否 为 导 函 数 ?这 是 本 节 试 图 来 讨论 的 一 个 问题 . 

定义 8.3.1 HARAKAR EARRA HEr € R 上 局 部 
线性 是 指 对 充分 小 正 数 *, 有 

Ar —s)+hG + s) = 2hr), 
这 样 闫 为 在 > € R 上 非 局 部 线性 函数 是 指 存在 充分 小 正 数 *, 使 
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hy — s} + hlr + s) Æ 2hr), 
Ah E 五- 
BH = HH REKA ER 上 的 局 部 非 线性 连续 函数 全 
fk, 由 于 六 的 连续 性 可 知 , 若 在 其 一 点 上 是 非 局 部 线性 时 , 必 在 该 
点 附近 有 理 数 点 也 是 非 局 部 线性 的 ,因此 对 所 有 有 理 数 ,也 有 


H = y H,, 
+ 为 有 型 数 
因此 以 后 不 妨 采用 后 式 . | 
设 在 区 间 [0,1] 上 有 数列 an, Pus Insa 
1 . _2x 十 1 1 
0 nti “nn 六 > h 1 
其 中 = 1,2,°", H 
“ntl! nint D&+ 2@4+ 3)’ 
p = tl _ _____1 _____ 
““"Onta +1) nin t+ 1) + 2) + 3)’ 
y, = ntl, 1 
* data t 1) nn D&@+2a@4+ 3)". 
和 一 二 一 
” n nin + l(a + 24+ 3Y 


4 | 
A=U[ep],B = VI],C = [0,1J\(A U B), 
fA 一 &, =ð, 一 Vn 
1 2 
2n(z 十 1) nat Dat 2@4+ 3)’ 
1 _ E 
an + 1 + Yn 8, + n Ôn 


=— 4 _____ 
nn 十 1) (Cn 二 2)(n + 3) 


二 mi([0,zmC) 


0. 
wl <rt 
Š 1° “= &b $ 
i 


mt[0,z] NC) 


4 
SO+DIGFDE+DETD ~ ® 
可 知 0 为 集 C 的 稀薄 点 , 同 理 可 知 0 对 集 4 或 集 互 的 密度 都 
为 > ,0 为 4 U BREER. 
定义 8.3.2 设 > 为 实数 ,* 为 正 实数 , 所 请 积木 块 函 数 是 
指 
fryr,s) 
r—S, re [a,,B8,]， 
r+s, z€] 
` —, l 2n+1 1 i 
rs TEETE 10 


线性 ， z€ [Ta Bd U CY,8.]). 
显然 f(zir,s) 在 (0,1] 是 连续 的 ,在 zx 一 0 点 不 连续 ,甚至 不 


近似 连续 的 ,但 可 验证 在 [0,1] 上 是 导 函 数 ,并 有 原 函 数 
Fajr,s) = [Fees nde. 


BEL, 由 于 Jiz) 在 x 关 0 处 为 连续 ， 因此 F'(zsr,s) = 
fi), BRIE F' (O;r,s) = Fo) =r BETT. 
HX 
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Pays) 一 | ftsr nd 
0 
-| fardi + f fr de 
[06.zINA i [oz] 门 号 


十 I pf terest 
=(r + s)m((0,2] N A) (ro smior] N BD 
十 | pf it sat 


=rm([0.2] N (AU BI) + h nf at sd 
由 站 的 有 和 界 性 及 0 对 于 CC 的 稀薄 性 ,得 
A irysjat — 
回国 (t;r,s)dt > 0, 
由 0 对 于 4 UB 的 全 密 性 , 知 
rm([0.c10 AUB) . 


La 
=z 


得 
tF faradt >r = fO). 
Tjo 


BWR YA CH, WTE Sy) =h Says) EA 
因为 这 时 


| Cf ;r,s dt 

a a 

=f hf Grys) Jdt +Í ACfUyr,s))dt 
[Ee IL0,xzJNB 


十 | sc fears) dt 
=h(r + sjmi[0, z] N AD + hir — omor] A BD 
+ | $E dt 


HAE AG 9 {[0,2] M CA U Bd} 
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十 om ar ,5) Jdt. 
由 f WAFER 0 是 C 的 稀薄 点 ,得 
1 
Ffran Erdi 0, 


由 0 是 A U 8 的 全 密 点 , 知 - 
hir +s) + ho — aomi, (A U EÐ 
2x 


Met theo # h(Ff(0)) = hlr), 


RAs f) & A 综 上 所 说 可 得 下 列 定理 ; 
定义 8.3.3 对 于 每 一 个 局 部 非 线性 连续 函数 ,总 有 一 个 积 
KEBAS EAMA. NAA 
还 可 深化 这 个 结果 ,将 区 间 [0,1] 上 的 Ers), BEKT 
区 间 [e,8] 上 的 函数 , 即 
t 


fé;[e,8],7,8) =f irs) > 


同样 可 证 f(z; [ae,p],r,5 Ela, 8) 上 是 导 函 数 , 但 在 [a,] 

£,4/€ 五。 则 
(he f(z) = hf (airs) & A. 

Bris; 为 区 各 [0,1] 上 有 理 数 全 体 的 两 个 数列 ,有 序 对 (rs9) 
重 排 为 可 列 集 ,不妨 记 为 (rs)( 注 ;这 时 一 和 = 都 可 以 有 无 限 次 
ER), ELp] 和 [7Y.,6.] LERZ S C Lans Peiras) ASC; 
[rasade 一 ms 这样 对 这 些 [w Aa] [7,,6,] 上 函数 拼 作 [0,1] 
上 函数 


Fi t;[ens Ae] rs 3 当 tE [ap 时 ， 

EHEAR ME = Fassa) , Xz € EATA 时 ， 
frlt) =< pai +i 1. 
, n’ Qn(n+1)’ atl 


线性 ， 当 z€ [ot NN a8] U [xs]) 时 ， 


时 ， 
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与 上 述 一 样 , 可 证 f(t) € 4, 但 对 于 每 一 个 局 部 非 线性 连续 
BRA, BAA A EA. 

事实 上 ,对 每 一 个 有 ,总 有 ,5 有 hE H,, BRAS) 在 [a,， 
Bh,] 上 & AA. 现 可 得 下 列 定 理 ， 

定理 8. 3.4 存在 一 个 积木 抉 函数 六 C 4, 对 于 每 一 个 局 部 非 
EER MA, BAA AEA 


§8.4 AHE PS RRR EMRE 


Maximoff 定理 表明 对 BLD 类 中 每 一 个 函数 f ,相应 存在 自 变 
BRB ACE Aa) = fha 成 为 导 函 数 ,这 个 事实 葛 含 了 
目 变 量 同 胚 变换 下 和 导 函 数 性 质 可 能 被 破坏 . 下 面 再 举 一 例 , 若 了 是 
有 界 导 函 数 ,构造 同 胚 h, 而 有 ，。h 不 是 导 函 数 . 

例 8.4.1 BS ALO.) LHR), Be 


工 | 22 十 1 四 a _ 
f| 7)=0, f| maT =] = (一 pF) =0. 
由 于 
二 1 
[Frodi Sna FD’ 


_] dig. 
z 1 
[roa <a 1)’ 
M r— OR, 


[fa 


. — 0 = f (0). 
WHE A. 
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现 构 造 同 胚 AC): 当 t= l,a = 1,25" 时 ， 


2-+1,h(0) = 0, 又 hz) 将 [= 十 ,由 | 线性 映射 为 [2-…2 ma, 


RER 为 作用 于 [0,1] E-A ASA) 不 是 导 范 教 , 因 
为 


人 Lad = pe, 


一 十 1 
f FAG) dt = 5 (一 1)- 192- 1 
_ (一切 -2 — f_ 《一 297" 
7 3 =(—1) y 
Ñ n co 时 ， 
| SCAG) de (pe na 
i a0" = 6 > f(h(0)) = 0. 
ARIF oh EA, 


为 了 使 导 函 数 性 质保 持 ,只 能 对 和 4 的 一 个 子 类 或 同 胚 的 子 类 ，. 
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定理 8.4.2 若 / 了 在 [0,1] 为 导 范 数 , 则 对 每 一 个 在 [0,1] 上 
RRA. fhe 4 的 充分 且 必 要 条 件 是 ,为 连续 函数 . 即 当 且 仅 当 
连续 函数 (4 中 的 子 类 ) 与 任何 的 同 胚 的 有 意义 复合 是 4 类 的 . 换 
言 之 ,不 是 连续 的 导 函 数 和 不可 能 对 所 有 同 胚 变换 在 A 中 封闭 . 

证 明 FEA ARR BR SAMHSA HAE BR. 

现 证 必要 性 , 若 在 zx。 不 连续 ,不 妨 设 zo 二 0, 因 六 有 介 值 性 , 则 
FE ro MMAR =N a lz € [0,0 十 的 ) 不 可 能 是 单元 素 ， 
而 为 一 区 间 , 取 yy € J y F£(0) FE g(x) = f(x), H rA oH, 
sO =» A e 与 上 只 在 0 点 上 有 所 区 别 且 &(0) = y B.S, 
g 都 是 DB, 类 函数 ,由 Maximoff 定理 ,存在 [0,1] LARA, (不 妨 
RAWEA AO = 0), fg hE AM h=g 天 只 在 0 点 
例外 , 因 (g e h)(0) = yE hO = FCO), MMIC oD & A, 
这 与 假设 矛盾 . 知 f 在 所 有 点 上 连续 . 

为 进一步 获得 结果 , 考 虚 和 4 的 子 类 4 二 {f|f € ALE A}. 

定理 8. 4.3 若 了 定义 于 [a,8],f € 4,( 即 7 和 产 都 €&€ A), 
则 [a,6] 上 每 一 点 都 是 了 的 Lebesgue 点 , 即 zo E [a,b] 


lim $1 fd = Fx). 
RO 7 ty 


TB 因 产 是 非 负 的 导 阔 数 ,因此 它 的 原 函 数 为 不 减 函 数 ， 
从 而 户 和 了 都 是 CL) 可 积 的 ,由 定理 6.2.6 可知, 它们 人 分别 是 各 自 
的 活动 上 限 积 分 的 导数 ,因此 zo。E [a,b] Æ S hy Lebesgue 点 . 

定理 8.4.4 f EXFL] WF E A, 当 且 仅 当 可 积 且 
每 六 E [0,1] 


an, 而 > zj e ~ F@) Pat = 0. (8.1) 
证 明 HESA 
1 


T 2 


-—2 fa f T- Fd + $e) dt 


TT, 一 Ti 


PE- Pap + Fold 
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十 aoa. Lf Cx) — Sf a) Pde 


和 由 Cauchy 不 等 式 
Ifa) — fO ldt 


SN lz: — n| a| [TLD — SO Pat, 
从 而 当 (8. 1) 成 立时 ， 对 所 有 zt 有 
J. [fn) — F(t) Jae = 0, 


lim 
ayes, 2 © 


进而 ,对 每 一 zi， 


lim 元 二 al. L(x.) — fete) de = 0, 
那么 了 € AS E 44, 充分 性 证 毕 . 


(8. 2) 


(8. 3) 


(8.1). 


定理 8.4.5 ”车 了 定义 在 Le' 妇 上 ,了 E 各, 且 产 是 作用 于 [a， 
6] ERLE. A AA WR fe Lipschitz AHF, Wf hE A, BIS oh 


(f oh)? BRE SR. 


证 阴 RhE [a,b], RAHET = Act) 是 不 减 的 ,日 zo 一 产 (ro) 


和 存在 M ,使 得 [a,5] 中 所 有 :, 都 有 


Mt — t| hE) — AC) | < Mlt — tol. 


PAN FCUEHA t JES -h H Lebesgue si, B t 是 [a,5] PRAT to 


Åt = D, 则 
| ISRO — FAG)) ldt 


一 


-| TE "(xp Fe real. | f(x) — fo) | | CA) (2) jda 


1 _ 


<| 好 zia- fe) laz, 


* 155 = 


为 每 一 点 是 了 的 Lebesgue 点 , 故 2, — r 时 ,上 式 最 后 一 项 趋 于 
0. 如 上 还 有 


J |f RO)) — fh ) [Pde 


tt 
<|= I. [f(z 一 flav dz, 
因为 和 是 导 函 数 , 当 = -> zy 后 者 趋 于 0. 证 毕 . 
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第 九 章 VBGVBG, ACG ACG, 


为 下 一 章 开展 积分 理论 做 准备 ,本 章 讨 论 若 干 与 固 变 有 关 的 
函数 类 , 


$9.1 近似 极限 与 近似 导数 


定义 9.1.1 BAS ELTE, r HERRA AAR. AN 
JE th e > 0. FHS > 0; 使 得 当 x E E,0 < |z — r| < 之 时 ,有 
| fCr) 一 Al <E, 则 称 I(x) 在 to ARE 有 极限 为 A, 记 为 
A= lim ef (x). 
79.1.2 函数 了 定义 于 五,ze HERRA, DAE 
f, 
lim 


inf f(r) 
hot YE [xy hrrg tAE} 
为 了 在 x 点 沿 五 的 上 的 上 极限 与 下 极限 , 记 为 
lim supf (z) 和 lim inf f(x). 
明显 有 下 列 关 系 ， 
(1) lim inff (x) < lim supf(z); 
rig E mx 
(2) #E, CEA 
lim inf f(x) < lim inf f(r) < lim supf (z) < lim supf (x). 
(3) ”timsf(z) 存在 的 充 要 条 件 为 
lim supf (x) = lim supf (x) <I co, 
定义 9.1.3 ”对 一 切 以 zx。 为 全 密 点 的 集合 E, 下 ,上 确 界 值 
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lim sup 
he0 rE [xg áth] MEg) 


inf lim supf(z) 与 sup lim inf f(x), 
try, E Ig E 


分 别称 为 f(z) 在 ze 点 的 近似 上 ,下 极限 , 目 分 别 记 为 、 
ap lim m sup f(x) sap lim inf f(x). 


42 X E, E, 的 全 密 点 时 ,z。 Ay E, 站 E, 的 全 蜜 点 , 故 有 
lim inf f(z) Slim ant Tœ 


ety By 


lim up ap lim sup f(z) 4 


rez, EN 


从 而 
sup im inff(z)) < inf (lim supf(x)) ’ 
ba 9 Le, BEM xz, 
ae. are 点 的 一 切 E 
即 得 


ap lim inf f(x) < ap lim supf (zx). 


此 外 , 当 z 为 五 的 全 密 点 时 ， 还 有 性 质 ， 
(1) lim int f(x) Kap lim int f (x) 


Kap fim supf iz) < jim supf (z), 
(2) Filim inf f(z) = lim supf (z), prii 
ap limintf (x) = ap lim supf (z). 
定理 9.1.4 “WS exe 点 的 近似 上 极限 ap lir lim sup f(z) =, 


则 存在 以 x. 为 全 密 点 的 集 E' ,使 
ap lim supf(z) = a ing, lit lim supf (x) = lim supf (x). 


en 


WE 


证 明 Bap iain) -LAR Ul <M NA 
密 点 的 集 五 ,使 得 
i< lim sypf(z) <1 + 
由 此 存在 六 > 0, ETETE: h, 时 ， 
mC — hazy AINED Safi 4}, 
且 当 x € [zo — h, z +h NF, 
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f(x) Zit x 
还 有 
Zn E [xo 一 aas To +A] n Eps En F Zos 
使 
1 一 去 < fa <i+ à. 
不 妨 认 定 hag < [£a 一 £o | S hus Hk, > 0. 构造 集 
一 U {Lro 一 haszo +h 外 \Lzo — hatis Zo + harid? A En 
P 的 全 密 点 . 
事实 上 ,对 任何 疡 > 0, BE hi <h S hi 
[zo — ksx + AI N E* 
=({[zo —hyxo thao — histo + Al} N E) 
UUdLz, 一 hasty 十 hy Czo 一 Auris te + harıl} n Eu) 
m(x, — Aste +h] N E*) 


eH 


之 2h — how - yeh 
= ah- — mad 。 
从 而 得 


mrih AINE _ 


lim 2h 


即 r HE 的 全 密 点 . 而 且 
lim supf (rx) Bl 


又 当 = € la 一 五 ,To 十 上 N E* 时 ,xz E€ EG Si-1),8 
f@<l 十 证 p AT lin supf (z) <u. Blim supf (x) 一 了 


一 1， 
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类 似 可 证 =+ 00 的 情形 ， 
同 理 可 证 存在 以 £o 为 全 密 点 的 集 E, ,使 
ap liminf f (x) = lim inf f(z), 
定理 9.1.5. 设 
l = inf(m|-zo 为 集 五 一 {z|f(z) Sm) 的 稀薄 点 }， 
则 i 
i= ap limsupf (x) = F, 
证 明 ”由 定理 9.1.4 知 ,存在 以 xz 为 全 密 点 的 EE' ,使 
i= limsu p f(z). 
X Æ oo 时 ,对 任何 :> 0, 有 久之 0, 在 [zo — hsz +h] NEE, 
fir) <l + 8, 可 知 
{z| fl) >+ e} CCE N [ro — h, zo + h)). 

CE") 表 为 E* 的 补 集 , 故 以 zo 为 稀薄 点 , 故 {z|f(z) Site} UL 
To 为 稀薄 点 ,因此 ,/ +epl', me 任意 性 , 知 ?7 > a. 

41=+ c 时 ,显然 ,[ Sl = OO 时 ,类 似 可 得 . 

AAW, 4 Atom, MRl(2| fe) Sl +e} Wx HH 
BARE = {rS < +e) Wx, HEA. 

i= ap limsupf (xz) < lim supf (a) site, 

AMRS. 4r =+ off Jl BR, 4l=—— off,” 
类 似 可 得 . BZ =. 

KR Gl =sup(m|z, HE E = {zf|f(zx) <m} 的 稀薄 点 }， 
Mj ap liminf f(a) =F. l 

定义 少 16 Fap lim inf f(x) = ap limsupf Cx), WK F(x) 
在 xs 有 近似 极限 , 记 为 ap lim f (2). 

定理 9.1.7 ap lim f(x) = 一: 的 充 要 条 件 为 存在 以 z HER 


点 的 集 五 ,使 
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lim supf (x) = liminf f(z) = limef(2) =U, 
证 明 ”充分 性 由 定义 9. 1. 3 导出 的 性 质 (1) 可 得 . 


必要 性 ”由 定理 9. 1.4 知 有 以 zo JARANE E 与 EE，， 
使 


ap lim supf (z) = lim supf(z), 
ro | E* 
ap lim inf f(x) = lim inf f(z). 
SE=E' (VE, PW x 为 全 密 点 集 


ap limsupf(z) = lim supf (zx) > lim supf (x) 
= lim inff (z) > lim inff (x) 
Iq rex, E, 


=ap lim inf f(x) ， 
故 得 i 
limp f(z) = lim supf (z) = lim inf f(x) =i, 


定理 9.1.8 Bs) FY MA ap lim fe) = GAL) 


充 要 条 件 是 , 任 给 =>> OE = (zl e< fia < 十 时 以 zo 为 
SER. 
证 明 ”充分 性 ”对 任 给 > 0, 在 集 E. 上 
i—-e< lim inf f(x) < jim supf (z) <it+e, 


从 而 
i-e <, Sup. irs inf f(x)) 
和 点 的 一 加 EE 
< ,in ‘im supf(z)) <it+e. 
虑 的 一 切 E 
即 


ap lim supf (x) = ap lim inf f(x) = ap limf (x) = L 


必要 性 ”由 定理 9.1.7 知 ,存在 以 zo WERKE, 使 
lime f(z) = 1, RR AHA e 0, Ad > 0, 40< |x— al Se 
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且 x EE 时 ,有 il 一 < 之 f(rz) < 之 1 十 e. 因 
{zli 一 e< f(z) < 十 时 
2 (Lz, — 8,25 + ô] n ENa} 9 
又 z HENS A, ARB 一 5,zxo t 6) NESBA, EE 
{zi 一 8 之 f(x) <i + ©} 的 全 密 点 . 
定义 9.1.9 # ap lim f(z) = f(z), WR FC) 在 zo 点 近似 


连续 . 车 f(z) 在 [a,5] 上 每 一 点 都 近似 连续 (区 间 端 点 为 单 侧 全 密 
点 ,了 在 该 点 为 单 侧 近似 连续 ), 则 称 fxr) 在 [a,5] 上 近似 连续 . 
定理 9.1.10 下列 命 题 是 等 价 的 
(1) f(r) E r 点 近似 连续 . 
(2) ap fim f(z) = f(x). 


(3) 存在 以 x JERA E, fiilim .f (2) = f(a»). 


(4) ER E> 0,E, = (21 f(r) = E< f(a) < fla) te EB 
以 ze 为 全 密 点 的 集 . 
只 要 综合 上 述 关 于 近似 极限 的 结果 即 可 得 出 这 个 定理 ， 
eM 9.1.11 f(z) 定 尖 于 [a,8],EC [ao ,ro HE 的 聚 点 . 
分 别称 
lim, f(x) 一 fo) 
Ry £ — Bo 
im sup f(z) 一 F(a) 
rer, E £ — Xo 
lim inf 2&2 — f(x) 
rer, E t — Ty 
Wy f(r) FE Zo ROWE 的 导数 ,上 导数 ,下 导数 , 且 各 Bid f'c(20) ‘ 
Def (29) Def Ce). 当 记 sfzo) AABN BRS (2) Zen MIG ER 


SH ME WD z 为 全 密 点 的 集合 ,分 别称 
tim, LO 二 LEY ( 若 存在 时 )， 


rer, 


* 162° 


F(z) 一 f(a) 


inf lim sup 

一 切 2-2, xz — To 

sup lim inf f(x) = f(z0) 
E rezy E z£ — Eo 


为 f(z) 在 zo 点 的 近似 导数 ,近似 上 导数 ， 近似 下 导数 , 且 分 别 记 
为 
aplim f(z) 一 了 za | 


rrg T — To 


F — fro) 


ap limsu 
p m p T — To 


ap liming EE, 
或 简 记 为 Daf Cro) R S'al Eo) ) Dagf (0) Daf CE0). 

很 明显 有 下 列 结果 ， 

O) 设 zo 为 E 的 聚 点 ,车 f(x) 在 zo 可 导 ( 有 上 导数 ,有 下 导 
数 ), 则 f(x) 在 zo 点 沿 世 是 可 导 的 (有 上 导数 的 ,有 下 导数 的 ). 

(2) 车 zo H E WARN, Se) E a AE OS, Wf) 在 
To 点 有 近似 导数 . 

后 者 直接 利用 定理 9 1.7 即 可 得 证 ， 

定理 9.1.12 车 f(z) 在 E 上 可 测 ,f(z) EE Lae WED 
So f(z) EE bae 有 近似 导数 . 

事实 上 , 当 王 为 霍 集 时 ,定理 自然 成 立 . 当 互 为 正 测度 集 时 , 设 
4 WE 的 全 密 点 集 , 对 任意 了 E€ AZZ 为 沿 五 不 可 导 点 集 ,mZ 一 
0) fc SRE DSR Mie 上 有 近似 导数 , 故 了 在 4 EAI 
WSR SHE hae. 有 近似 导数 上 且 DG) = fl. 

定理 9.1.13 BERR M, BR fc) ERE EWE 

— M S Def (e) S Def <M, 
MF SMIE. 其 中 1E) BSCE) DERRE ASCE) = 
tyly = 了 (zx),z © E) 的 外 测度 . 
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证 明 HER e>, g 
E, = (zlze E, tE E,|t—z| 二 二 时 ,有 
fo — fa) < M+ e] , 
E, C En E 一 UE, = limE,.. 
对 每 一 个 巨 ,总 存在 开 区 间 列 {13},_，。 Zee „ it E, B. 
DHP) JE, + e. 


不 妨 设 P| 都 小 于 二 ,这 样 ,对 每 个 zz; € E, N IPH 
[f(r) 一 f {zs) | 
SM + Dla z+ 8) [7%], 
i fCE,) | 
<2 IFE, N EDS (M+) S| 


(CM + €)({E,| +). 
M n — co, 再 由 e 的 任意 性 ,得 |f(E)| < MIEI. 
定理 9.1.14 FBR f(x) EMME EMSAM ETS, 
|E] < œ, Al 
EES | fac) Idz, 


其 中 积分 是 通常 的 Lebesgue $14}. 
证 明 AHR E HARE, ER e > 0, 及 nn 二 1,2,…, 令 
E, = {x| (n — De |f'e(z) | < ne,x € E}, 
E=WE,, 


If) | SSIS ED | << SinelE,| 


n=] a=1 


<>) DelE,| + Doel Z,| 
n=1 n=} 
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<p, I7 lde + elEl 


=f Pen [dx + elEl. 
由 的 任意 性 , 即 得 所 证 结果 . 


§9.2 VB VBG AC 和 A4CG 函数 类 


Ha <h Sach Se Sa <b RF) 在 EE 上 图 变 或 有 界 
FERMA FA) 在 EE 上 VB 的 ,是 指 


> [FG — Fla) | 
对 五 上 一 _ 切 分 法 是 有 界 的 ， 称 
V(F;E) = 5 |F) — Fa) | 
为 F(x) EE LHET. 


BRA TASS: 
(1) M9. 2.18 可 改写 为 等 价 形式 ， Fi hq ty ey Bi € 


E, 则 VC(F;E) = D |\F(x) — Flaa) l. 


(2) 每 一 个 E 上 VB 的 函数 ， 在 EE 的 尾 一 子 集 4 上 也 是 VB 的 ， 
HV(F;A) SVESE). 

(3) 车 F(x) 在 E 上 连续 ,4 为 EE 中 稠密 子 集 , 若 下 (x) EAP 

ike r; € Err <a x, MEER e> 0; 可 选 yi EA, 
ye <n << ya [FD — Fol < = 

SFG) — Fla) 
<D Fæ) 一 下 (| 十 IF — FQ) | 
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十 [E Cy) 一 FCE) | } 
<2e+ DFO) — Fy 1)| 
Ze + VCF;A). 

KVCF;E) <VCF;A). 

另 一 方面 , (2), VEE) > VFA). ARM VEA) = 
V(F;A). 

(4) HFG 为 E 上 VB 函数 ,a,5 为 实数 , 则 aF + 66 与 FG 在 
E 上 是 VB 的 . FRM 为 Ff,G 在 EE 上 的 共同 界 , 则 

VG@F + bG;E) < |a|VCF;E) 十 |bIV GE), 
VFGSE) < MOV CFIE) + V(G;E)). 

定义 9.2.2 BRIE LW LMP EE 
TBC, 是 指 巨 可 分 为 可 列 个 子 集 互 之 并 ,而 在 每 个 E 上 FF 是 VB 
的 . 

由 定义 9.2.2 立即 可 知 ,VBG 荔 数 同样 具有 定义 9. 2. 1 中 的 
性 质 (2). . 
此 外 ,由 定义 9.2.1 中 (3) 知 ,车 F(z) ERE LEZHE» 
VBG 函 孝 , 则 五 可 以 分 可 列 个 闭 集 之 并 ,使 在 每 一 个 闭 案 上 ,FCz) 
是 VB 的 . 

定义 9.2.3 函数 下 叫做 E 上 绝对 连续 ,简称 为 在 E 上 AC， 
是 指 任 给 :> 0, 存 在? > 0, 对 任何 互 不 相 重 的 区 间 族 {[ai,5,])， 
Ay hy € E, 249 Ga 一 ae) <9 时 ,有 之 ， [FCB) 一 Fla} <e. 


JEM 9.2.4 REFRE E ES Meee, RR hCG, 是 
{FEE LER, HH E SWAB, 23¢, AF EBLE, 
上 是 AC 的 . 

显然 具有 下 列 性 质 ， 

D Ë F,G EE L} ACR ACG) H, 0 FSG 的 线性 组 合 
和 乘积 FG E E L ACR ACG). 

(2) & F ARR E LÆ ACOR ACG) W, UF EELE 
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VB( 或 VBG) 的 ， 

(3) 车 请 在 E 上 连续 ,在 EE 的 一 个 笛 密 子 集 4 是 上 AC 的, 则 
在 E 上 是 AC 的 . 

证 明 (3) F 在 4 上 为 AC 的 ,对 任 给 e>>0, 有 5> 0, 和 任意 
AREKE Cab] ab E 4, 当 2 (bi — a) < 和 时， 


>) FG) 一 Fla)| <e. 
k 
Hab, E E, J) Gy — a) < È tt, BA ab © 4, 使 
k=1 
— di; a 
la 一 a, | < dn’ |b 一 & | < mH 
[Fa — FGD < É FO) — FDx| < on 
这 样 
De — a4) SS) m+ ST al 
是 ` 是 k 
+ 5 la — al < 
k 
Dy EED 一 F@)| <E FD — FO)| 十 DFO ~ Fea) 
k k k 


十 SIF) — F@)| < 2e, 
点 


这 个 性 质 表明 闭 集 下 上 的 ACG 函数 F(z) ,总 可 以 将 闭 集 瑟 表 为 
可 列 个 闭 集 E, 之 并 ,使 其 在 E, 上 为 4C 的 . 

定义 9.2.5 函数 下 称 为 在 集 E 上 满足 条 件 (N) JE H 
CE,mH) = 0 则 mkFCH)) = 0. 即 零 测 集 的 映 象 为 零 测 集 . 

定理 9.2.6 ARF EAARE | ACG 的 必要 条 件 为 正在 
RE MEREN). 

证 明 由 于 FF 在 E 上 是 ACG 的,E 总 可 分 为 可 列 个 已 ,之 并 ， 
FEE, LEAC 的 ,这 样 只 要 证 明 玉 在 EE 上 是 AC 的 必要 条 件 为 F 
ERE ERER) 即 可 . 
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考虑 到 有 界 集 EE 上 AC 函数 总 是 有 界 函 数 , 因 此 下 列 规定 是 
有 意义 的 . 

设 ACE,A 关 多 时 , 令 

M, 一 supF (x) sma 一 inf F(x) s 
4A= OH. . 
M,=m,= 04. 

HC E,m(H) = 0, BF EE LH AC H APEE e> 

0, FETE 7 > 0, 任 何 两 两 不 相 重 的 区 间 族 (14} | 和 ?时 ,有 
> (Mans, 一 mp SE 


由 于 五 WEE. BALL <7 E U LD H. AT 
|\FCH A o| Mani, — muny’ 
IFC) | 2 FH N | 
<>), (Man; 一 MEN) =e. 
由 s 的 任意 性 , 知 |F(H)| = 0. 
为 得 其 充分 条 件 , 给 出 下 列 结果 ， 
定理 9 2.7 有 界 闭 集 EE 上 的 连续 VB RRP) EE LE 
AC 的 充 要 条 件 为 F(x) 在 互 上 是 满足 条 件 (N) 的 . 
证 明 ”必要 性 已 由 定理 9. 2. 6 解决 了 . 现 证 充分 性 . 
由 于 连续 图 变 函 数 总 可 以 分 解 为 两 个 连续 上 升 函数 之 差 , 这 
样 我 们 只 要 假定 F(x) 为 连续 上 升 函数 . ab TIA E RE, A 
端点 , 令 
Gln = F(x), XEE, 
线性 ， «ce ENDER. 
BRG) 在 [ao,t] 上 连续 ,上 升 且 满 足 条 件 (w). 任 = [2.610 
[anb] D 记 为 G(z) HOA FAS, A = IND, RA || = 0, 从 
而 |GCH)| = 0. 
另 一 方面 ,上 升 连续 函数 G(z) 的 导 函 数 G'(z) BED TAR 
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的 ,并 由 定理 9. 1. 14 可 得 
iG) — Gla)| SIG + IGH) | 


=|G(D)| < fe Cx)dz. 


从 而 对 任何 两 两 不 重 的 [a,&], 有 
Du FG) — Fla) | = 3) IG) — Gea) | 


<> [ G (x)dz. 


由 于 C (x) 的 不 定 积分 是 4C 的 ,可 知 GCz) FEL ay bo] EAM F(x) 
在 EE 是 AC 的 . 

由 定理 9. 2. 7 直接 可 得 下 列 定理 ， 

定理 9.2.8 ARARE LÆR VBG HRA (x) 在 上 是 
”4CG 的 充 要 条 件 为 F(x) 在 E 上 满足 条 件 (N). 

上 述 VB,VBG,AC H ACG 函数 都 定义 于 集 已 ,其实 都 可 以 扩 
张 到 区 间 上 ,使 其 仍 保留 它们 的 原 有 性 质 . 这 里 我 们 只 要 对 ACR 
数 加 以 讨论 . 不 妨 设 EC [a,6]. 

定理 9.2.9 车 f(zx) EEC [a,b] LEACH, WER 
F(x) 在 [a,8] 上 仍 为 4C 的 , 有 F(z) = Jiaj z € E. 

证 明 f(x) 在 E 上 是 AC 的 ,f(x) 可 连续 扩张 到 五 . 由 定义 
9. 2.4 中 AC 函数 性 质 (3) , 知 f(z) FEE E AC 的 . SURE AR A BE E 
RAR, A a,b E E. 令 {6) WE [a,b] 中 的 接 邻 区 间 族 . 今 

Ji), rEE, 
RE, x E E 的 接 令 区间,k 一 1,2,*…， 
RVC; La, ED = VAE), HH F É 8, E AC. 
在 La,8] 中 任何 零 测 集 五 ， 
H= (HNEU (UH N), 


F(a) = 


FD = FH f E) U (UF 80). 
由 定理 9. 2.7 ALP CH N DREH A 8) ARE, RFC) 为 
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零 测 集 . 

这 个 定理 以 及 前 面 的 结果 说 明 今后 讨论 VB,VBG,AC 和 
ACG 函数 都 可 以 假定 在 [4a,2] 上 . 

定理 9.2.16 车 FCz) 在 [a,6] 上 VBG, 则 Fx) 在 [a,5] 上 
ae. 存在 F'。,(Xz). 

证 明 ” 设 [a,] 一 局, 为 闭 集 ,F(z) 在 EB 上 是 VB 的 , 故 
F(x) EE, Lae WES. 由 定理 9.1.12 得 F(z) 在 Bk 二 1， 
2,…) 上 ae MDS, 自然 在 [ea 的 上 ae 近似 可 导 , B 
FT) ae 存在 . 

K F(x) Elat] E ACG H, WF) 在 [2,5] Ea e 存 
E F' aple). 

下 例 说 明 ,FCz) 在 [a,6] 上 ACG, {A F(x) 可 在 一 个 正 测 集 区 
上 不 存在 通常 的 导数 . 

例 9.2.11 设 P 为 [a,5] PHAM EWE. a,b EP, 
{i = Caspa)? P 的 接 邻 区 间 族 ， BBLa,b] =PU (U6, sir: 为 
A 的 中 心 . 又 设 p, 为 [a, 丰 中 与 各 ,…, 人 .不 相交 的 最 大 闭 区 间 的 长 

度 . 令 


0， 当 z € P， 
reo =| + Pas M r= r, 
线性 ， 当 x € Lansa] BRL rar Ba lot = 1.2507. 
由 于 当 n 一 oo BY, |d,| — 0, H e > 0, Lt F(z) FELa,6] 上 连续 
的 . 此 外 ,F(z) 在 P 与 各 上 是 AC 的 , 即 在 [a,5] 上 ,F(z) 是 ACG 
的 . l 
现 证 F(z) 在 集 P 上 任 一 点 都 不 可 微 . 因 对 每 一 了 E PF 
= 0, 所 以 有 
D F(z) £0 DF(z),2 € P. | 
任 取 点 EP 了 , 设 记 为 区 间 人 而,6,,…,5, 中 最 接近 的 区 间 指 
标 , 那 么 
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On [d& 14 o. 
Fir) — F = jal + 2, 
2 |6,| + a> lra — Êl. 
Xlimr, = 6, 那么 或 D_ FE) >21, DFE <— 1, BF EE 
RAH] OR RF TE PARAM, 
引 理 少 2. 12 车 F(x) 是 有 限 值 函 数 ,使 得 
(i) lim supF lr — h) < F(x) < jim sup F(x + h). 
GD RD F(z) 为 在 z 点 的 右上 导数 , {zx|Dt F(z) <0} 
= HFC) 不 包含 非 授 化 区 间 , 则 函数 FF 是 单调 不 减 的 . 
证 明 RF) 在 某 个 区 间 了 上 不 是 单调 不 减 的 , 总 有 
asb € I,a <b, iit FC) < F(a). FH) 不 包含 [F(6) ,F(a)], 故 有 
yo € [FO Fla], y & FH). 4 
zo = sup{z|F(z) > yor € [a,5]), 
则 或 为 运 F(x), Ro S limeupF (zo — A). 而 由 条 件 (i) 知 ， 
jim supF Cro — A) SF), 


Yo S Flay) S lim supF (zo + A) S Yos 
ht 


所 以 Flzo) = yoy 由 Cz0,6] EFE) < yo, 48 Dt F(x.) <0, Bll z 
€ H,F(q,) © FH). FE. WARK Fiz) 是 单调 不 减 的 . 

定理 9.2.13 BH F(x) 在 区 间 了 上 是 4CG HAT Eae 
A F(x) > 0,0 F(x) 在 7 上 是 单调 不 减 的 . 

证 明 ” 令 G(z) = F(z) + er, > 0, AF F(x) 在 I 上 ACG 
的 ,自然 GC(z) Æ I E ACG 且 连 续 , 故 能 满足 上 述 引 理 的 人 ,其 次 
G'a) 之 sae FI TAD Gir) Se HEI Eae iw. Bl E 
= (|D G(x) 0} 为 零 测 集 ,由 定理 9. 2. 6,48 GLH) HER, EN 
CED 不 包含 非 退化 区 间 . 应 用 上 述 定理 9. 2. 12 知 函数 G(x) 是 单 
调 不 减 的 . h e 的 任意 性 , 知 F(z) 单调 不 减 . 
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§9.3 VB, VBG, AC, 5j ACG, 类 


EM 9.3.1 F(x) ELTA, b] ER EC [a,b] E A 
AVE. ,如 果 对 任何 互 不 相 重 且 端 点 属于 三 的 区 间 族 工 一 
{a} AA DeF) <M. HHM ARY FID AFELE 
的 振幅 . 即 

WCF; I.) = up IF Cz) — Fla") |. 


记 sup >) 0(F31,) 为 V,(F;E), 并 称 为 在 上 的 强 全 变 差 . 


tH 4 E= [ab] mt, WER F(x) 在 [a,5] 上 VB 等 价 于 
Ela, b] EVB.. 

定义 9.3.2 MEETRATAN E, 2H, ME=UE, A 
E, EF 是 强 圈 变 的 ,那么 F(x) ERE EO SR E, 记 为 
VBG.. 

VB. 5VB(VBG, 5 VBO) 的 不 同 是 在 于 后 者 同 4C 与 ACG 
一 样 ,只 依赖 于 函数 F(z) HEE EER, MATAR PD) 在 
包含 碧 的 整个 区 间 上 的 性 质 , 所 以 总 有 

V(F;E) SV, (FE). 
而 一 般 来 讲 , 上 述 等 式 并 不 伍 能 成 立 . 

定理 9.3.3 车 F(z) 在 有 界 集 E 上 VB., 则 F(z) EE Et 
是 VB, 的 . 

证 明 ” 设 a,5 分 别 为 EF 的 上 ,下 界 ,自然 也 是 E 的 上 ,下 界 . 设 
a <a,<bHE 的 有 限 序 列 , 令 了 = [a,b], I, = 
Lan: sa] k= 12s% 97. RI, 为 第 一 类 的 ,是 指 : 它 包含 三 BI, 
则 称 为 第 二 类 的 . BREIE AH, MAAS RA LW 
I 将 同时 属于 第 一 类 的 ( 因 若 不 然 ,ai-1 såk 不 可 能 属于 E 而 矛 
Jf). F1<Si<ci<ce Cin WHR I, FER M jo < 
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As <j. HB-REM L 的 下 标 . 对 每 一 个 第 一 类 区 间 T,,, Be 
b E L n E, #4 J, = LERN 
DoF sh) < oF sh) + oF) + 2D aF), 

kml 


bed 


且 对 第 二 类 区 间 工 ， 
Das) < Fh), 
因此 7 k 
Ser <3D}0(F ih) + 2+ wtFsD) 


<3(V.(F;E) + wlF;D)]. 
BRA V. (FE) < 3[V (FE) + oF 1D] <4 co. 证 毕 . 
下 面 给 出 一 个 有 趣 的 结果 (请 比较 上 节 定 理 9.2. 10 及 例 

9.1.11). 

定理 9. 3.4 FRR F(x) 在 [a,8] 上 是 VBG. 的 ,那么 F(z) 
Elab] 上 是 a.e. 可 导 的 . 

证 明 [ab] =U ELE, HAR, F) EE, EVB.. 这样 
我 们 只 要 证 明 Pic) HARE EVB, VEE Lae. 可 导 即 可 . 不 
妨 设 a,5 E LRG 为 互 的 接 邻 区 间 . 令 


F + E, 
Mix) = | (x) re 
supF (r), xE ĉe 
EA 
( y= fe axEkE, 
me! Vint F(x), rE Os 
zE i 


k= 1,2 e, FA mir) < F(x) < Mir), rE [asb], mlx) 与 
Mtz) 在 [a,5] EVB, , Ha. e. 可 导 . HEE Ea. e AF (x) 存在 ， 
EF" (2) = m' (x) = M' (z). 
定义 .3.5 RR Cr) 叫做 在 集 互 上 强 绝对 连续 的 , 简 记 为 
AC. ,是 指 ;F(x) 在 包含 豆 的 区 间 上 有 界 , 目 对 每 > 0, 存 在 ?> 
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0, 使 得 对 任何 端点 属于 E, 又 互 不 相 重 的 区 间 族 {I}， 42, TAES 
1H ADEF e f 


定义 9.3.6 函数 F(z) 叫做 在 集 E 上 是 广义 强 绝 对 连续 的 ， 
ids ACG. ,是 指 F(z) HE LER. ED RAISE, 之 并 ,五 
= UE F(z) E E, 上 是 强 绝对 连续 的 . 
BAA TAEA: 
(1) ZEIK, BAF CE LEAC. MBSR F) 在 
E 上 AC 的 是 等 价 的 . 
(2) 若 在 任意 集 E 上 是 AC. (或 4CG,) 的 , 必 为 4C( 或 4CG) 
的 , 且 在 EE 上 也 是 VB. (或 YBG;) 的 . AMAR. 
例 9.3.7 设 [0,1] HERRE H rro ro), 令 
0， x € [0,1] PBR E, 
F(x) = f 
六 ， 
W F(z) 在 如上 连续 且 为 AC 的 ,同时 F(z) 在 E 上 是 BV. 的 ,但 
F(z) EE Lẹ AC, 的. | 
事实 上 ,F(x) 在 有 理 点 上 均 不 连续 ,甚至 不 是 ACG、 W. 
为 了 讨论 YB,4C,VYB.,aC,7BG,ACG,VBG, 45 ACG. 的 
关系 ,我 们 引进 下 列 结果 ， 
引 理 9. 3.8 设 E 为 有 界 闭 集 ,T 为 包含 E 的 最 小 区 间 , (J) 
Ky E 的 接 邻 闭 区 间 列 , 则 对 任何 在 I。 上 为 有 界 的 函数 F(x) 都 有 
af 下 iT <VCF;E) 十 2D mF Je). 


WA Mm 和 Mosxmo 分 别 为 F(x) 在 E 和 I。 上 的 上 ,下 
确 界 ,对 任 Mix Mo, A to € I,, 4M’, <= F(a). 自然 当 WEE 
tM’, <M, MM zo & Ett, RE to E Jo E (Jat AN 

My) S Flr) SM + oF Jig). 
(这 是 因为 J 为 闭 区 间 , 端 点 属于 E). 总 之 ,都 有 
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£ = TF, 时 ,n = 1,2,""， 


MSM + Salk), 
从 而 
MiZ M+ Dede). 
同样 可 证 
my =m — PoF). Hh M — m <VCF;E), 
即 得 
F; h) =M, — mo 
<V(F;E) + 2 > OCF Je). 
注意 当心 WE HEJKA, ERRAN, LIRR IFA 
立 - 
定理 9.3.9 在 有 界 闭 集 上 上 为 VB( 或 4C) 的 函数 F(x) 
是 VB. CBAC.) 的 必要 且 充 分 条 件 为 的 接 邻 区 间 族 {J,) 上 振 
GORD oF J.) AWS. 
证 明 ”必要 性 是 明显 的 . 现 证 充分 性 . 分 两 种 情况 加 以 讨论 . 
1 着 f(z) 在 E 上 是 VB 的 , 即 V(F;E) < 十 ce, 则 由 引 理 
9. 3.8 知 ,对 任何 端点 属于 碧 的 互 不 相 重 的 闭 区 间 列 {1,} ,有 
DOP LIS DVE NT) + 2 FoR) 
EVEIE) + 2 > oF J), 


BV. CFSE) < co, BD F EE EVB. 的 . 
2 BF) EE EACH BAER e > 0,4 71> 0, 任 
何 端点 属于 E 的 互 不 相 重 区 间 序 列 {7,} | nA 


7 £ 
ZVE N 了 了) < 2- 
再 根据 Dy oE; Ja) 的 收敛 性 ,存在 ko A 
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>) oF I) <4. (91) 


《一 如 十 1 


A p = mind, Ii ls a l)» 二 衬 任 何 半点 属于 忆 的 两 两 不 相 
重 的 区 间 {7,) ,51I',| 过 加, 没有 一 个 7, 能 包含 {J.} 的 前 包 个 .由 
引 理 及 (9.1) 式 得 


ZF ad < 2V FE n Fo + $ = E. 


MEM F EE 12h AC. 的 . 证 毕 . 

定理 9. 3.19 有 界 闭 集 玉 上 Fr) BAC. (或 4CG.) 的 充 要 
条 件 为 FCx) EE LE VB, HAC 的 (BVG, H ACG 的 ). 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 现 证 充分 性 . 

BS.) WE MRS Fc) 在 E 上 VB, ,由 VB. 的 定义 知 
Sofi) < oo， 


X F(x) EE LE AC 的 ,再 用 定理 9. 3.9 的 充分 性 , 可 得 
F(x) 在 巨 上 为 4C。 的. 

至 于 Fiz) 在 EE 上 为 YBG, 和 ACG H, RATUR ESH 
EAE) 之 并 , 且 在 每 一 个 瓦 上 ,F(z) 同时 为 YB, 和 AC 的 , 由 
于 F(x) HE LER ENARE, MAF) E E, BACH BE 
VB. W, Shae EH A AB, P(r) HE, LEAC 的 ， 
E E EX ACG., 的 . 

定理 9. 3. 9 与 定理 9. 3, 10 PRE 为 有 界 闭 的 条 件 是 很 重要 
的 ,否则 定理 不 真 . 这 在 例 9. 3. 7 中 已 经 看 到 了 . 

关于 AC, 的 特征 ,这 里 给 出 一 个 有 趣 结果 . 

定理 9.3.11 F(x) EME EC [2,0] LEMP) 在 五 
上 是 AC, HREH: HHEH e> 0,4 7> 0, 任 何 两 两 不 相 重 
KEI La: .5,]} HAR a:b; ZAF E A> |; — a | 过 ?时 

DoF s[ai+b.}) < 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 . 下 面 来 证 明 它 的 必要 性 . AIOE 
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五 是 4C ， 的 , 按 定义 对 任 给 E>> O, 可 确定 相应 7>> 0, 不 妨 设 a,bp 
Elab NE =U ends BA N, $) [ds — e) 之 从 而 


5 w(F ;[¢,,d;]) <E, 
i=N+1 


由 于 F(z) 在 c,di(i = 1,2,+,N) #2 BAS > 0, 4 [a—z| < 
OR lr- d| < 人 时 ， 

[F Cr) — Fe) < SN’ F(a) — Fid) < oN 
从 而 

wa(PFi[c 一 be 十 的 ) < 方 ， 

oF [d,—8,d,+ 3) < He @ = 1,2, N) 
取 Th 一 min{7,d, ld; 一 ci | i= 1,2, NV} ;任何 两 两 互 不 相 重 区 
Miki La; 1:1) ,端点 之 一 a 或 页 € E,D & 一 Gi) <= Fos MAT FA 
情形 ， 

ASR a; € E, R — ALa, b], R b; € E, b; & E, h" 

E Era SbF < bo EO b) CÜ Cend), 


DwFy Lah) = DoF 3 Cab] 
EE 
Ke + D oF; [4,85 D+ w(F [br ,8,])) 
GEE 


Setbe+N- +e ae 


必要 性 证 毕 . . 
定理 9. 3. 12 F(x) EMEC [a,b] 上 连续 , 则 FCx) HEE 
上 是 AC, 的 充 要 条 件 为 , 任 给 e > 0, 有 ?> 0, 对 任何 两 两 不 相 重 


EX) PR DE (La, J}, iE Gi 之 一 属于 EHS |; 一 a, | <= 7 时 ， 
UT 


DFG) — Fad) <e, 


证 明 ”由 定理 9. 3. 11 知 必要 性 是 显然 的 . 下 面 证 其 充分 性 . 

事实 上 ,对 任 给 > 0, 有 ?> 0, 任 何 两 两 上 相 重 区 间 {[o;,&]} 
端点 之 一 属于 EE, 且 315. 一 a| <i}, EFO) — Fla) | <e. 不妨 
a; Ee EE, 必 有 a ea LU bE 

oF lab D< Fed — FeO! + F) 

DF) — Fed | 
+ SU Fle — F@)| +e<3e, 

充分 性 得 证 . 由 此 立即 可 得 

定理 9.3.13 Fir) EMR EC [a,5] LER MP) EE 
上 为 4C , 的 充 要 条 件 为 , 任 给 es > 0, 总 有 ?> 0, 对 任何 两 两 不 相 
BAS EARAM EMM Cab} Mab] N EAD. HD lb 


-al <9, DFE — F@)|<e 


应 当 指出 ,定理 9 3. 11—9. 3.13 中 集 互 为 闭 的 条 件 是 自然 
的 . 因为 由 定理 9.3.3 知 ,在 E 上 AC, ,可 导致 在 忆 上 总 是 4C , 的 ， 
但 EE 为 有 界 集 却 是 必要 的 , BREW Fo) 规定 为 


1， n— 5 Saku, 
0, z=n— > n+, 
一 线性 ， n<z<nte, 
[RE na 一 二 < =<m 一 四 


0， 其 他 ， 
其 中 二 1,2,…. 则 F(z) 在 [0,co) 上 连续 ,在 U[> 一 去 ,| 上 
AC. ,但 并 不 满足 定理 9. 3.11 一 9. 3. 13 的 条 件 . 
从 以 上 定理 直接 可 得 下 列 推论 . 
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推论 1 AE, SL, 为 [a,5j 中 闭 集 ,F(zx) 在 [4,5 上 连续 且 
分 别 在 E 5E, 上 是 4C. 的 . WW F(z) Æ E UE, ER AC, 的 . 

证 明 由 条 件 知 , 对 任 给 e 汪 0, 有 为 汗 0,;%w 旋 0, 任 何 两 两 不 
HEKK ah] ,其 端点 之 一 属于 EAD a —al<n, 
有 

DFG) — Fa) | <e. 

ii i RFE, BD) 16 al <h Bt D Fd — F@)| 
<e RM, 4a, a, EE U E, H>, |[& — a;| <9 = min{7, .72} 
it UAD EO) — Fla) | < 2e. BP F(x) ZEB, U E LÆ AC.. 

推论 2 Fa) Ela, b] LEZ, HEAS EC [at] 上 是 
AC, 的 , 则 
_ Flr),r Ek, 
“上 【线性 ,zx E [a,b NE =U (do) 
Elab] 上 是 AC, 的 . 

证 明 “对 任 给 se>>0, 有 7>> 0, 对 任何 与 有 交点 ;两 两 不 相 
ERKAK ab] fb; — a; | <q, A > oF lad) < 
E, 总 有 i 使 > |d; 一 c| < aRt, AM S oE Eed] “E, Les 


di] i= 1,2, i RAA RIG (2) 在 Cc;,di) 为 有 限 个 常数 点 取 
k = max (bs shes sh} RRO = min {7, 世 ] ,对 [a,6] 上 任何 互 
不 相 重 的 区 间 族 {[a:,6} 24> 5 |& ala i, 

2G Lar.) 


G(x) 


= >) oG;[a.6)) 


Lab JNE 


+ 他 wGslab) + >) Gieh 
Lajh; Cigg) [ert IC (cy dy) 
R= 12s hg >in 
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<etk-e>+e=3e, 


推论 3 F(z) 在 [4,8] 上 是 ACG, 的, WEALD] 
SUE, ECE CEC, BF) £E, 上 是 AC. W. 

定理 9. 3. 14 ARMEE LERRR (2) 在 E 上 蚌 VBG 的 
(RVBG,,ACG,ACG. 的 ) KA ADERAA. MHS AR D 
CE, 总 有 DD 的 一 个 部 分 集 I 门 PD, 其 上 F(x) 是 VB 的 (或 VB.， 
AC, AC, 的 ). l 

证 明 URHE. E 可 分 为 闭 集 E. 之 并 ,在 每 一 个 E, 上 F(x) 
是 VB 的 . RAR D R(E) 所 覆盖 . 由 定理 3. 3.5, 必 有 总 的 一 个 
部 分 了 人 门 DD 被 某 一 个 EE 所 覆盖 . 因此 在 TN 站 DP 上 ,F(z) 是 VB 的. 

充分 性 . GF) REE LOEB, AE STR 
D BABA IN DF) I DEEVB 的. 

OL) AAW ABR Ai AFR, Poo) EEN TE 
是 VBG 的 . & 

Q = UE N eH D= EQ, 
BR FEQ Eth VAG 的 . RED = Ø. 

BDAS HD AAR AFERKA N DAS HE 
Fo 是 VB 的, 可 以 认定 了 以 有 理 数 为 端点 ,所 以 下 在 QCU 站 
D) 上 是 VBG 的 . 而 

IN=E=IN (DUAQMCINDUG. 
所 以 F(z) 在 I 门 E 上 是 VBG 的 ,可 知 了 7E {1,}, 即 存在 x,7 =, 
但 局 不可 能 与 1 相交 ,这 与 DN 站 T=DNMnIT 关 良和 著 盾 . 

定理 9.3.15 若 F(z) EE EIR, HDF) <+ o RD 
F(x) >— 00 至 少 一 个 在 EE 上 ( 除 可 列 集 外 ) 是 成 立 的 . AFC) 在 
E 上 是 VBG, 的 . 


证 明 AGRE LA DF) <+ oo, 令 
E, = |z| 当 o< t- al < t ATOE Ka, 
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HAS R = E N [i,t Lan AHERN db SBE E, 的 
下 ,上 确 界 ( 当 E 不 空 时 ). 得 
E= ÚE, = Ü, Ü. E. 
& F.) = F(x) 一 一 mz, 对 每 一 € E n mt 4oO< |e 
一 z| <4 ha 
F.G) — F.) _ F) — F(z) 
t— 工 t— r 
HRM r S t r, CHEM Maca ce S i h, 
Fla) = F(X) = F(z) = FCA). 
这 表明 对 每 一 个 区 间 了 一 (2,81, Cia E ih, 
WED = Fala) — FA). 
而 对 每 一 个 端点 属于 E 且 两 两 不 相 重 区 间 列 1 = [4;,8,], 有 
DeFT) = DCF) — FB) 


[LF (a) — F.C) 1. 
BU F.C) FEEL EVB, WF) = F,r) 十 nz 也 是 在 所 上 VB， 
的 , 即 F(z) 在 EE 上 是 VBG、 W. 
定理 9.3.16 ËF) 在 集 互 上 ( 顶 多 可 列 集 例外 ) 有 
一 oo < D} F(z) S Dt Fla) < oo， 


一 7 < 0, 


或 
一 co <i D Fix) 2D Fir) €< o, 
那么 集 EE 可 以 表 为 E, 之 并 ,在 EE 上 F(x) 是 AC. 的 . Ue 
F(z) 在 互 上 连续 , 则 F(z) EE LÆ ACG, 的 . 
证 明 A= {x|D' Fir), Di Fer) BARK). FS 


A, = {z| 当 <: 一 = 把 去 ,有 |F 一 Ftz}| Salt— 29}, 


A =A, Nn [三 Et), i 为 整数 . 
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RI = [z 22) ERT Ai 的 任何 区 间 121 KEL Ti 
` [FEO — Firid] SnG x) KS nlr, — 2x); 
PFD < 2al It. 从 而 对 任何 端点 属于 A BEA) 且 两 两 不 
相 重 时 ,有 
Des 325) < 272, l1; 

这 样 就 得 到 了 函数 FOr) TE A LEAC. 的 . TE 在 互 上 连续 
则 是 ACG, 的 . 

系 任何 处 处 可 导 (甚至 只 有 单 侧 可 导 或 可 列 个 点 例外 ) 的 
连续 函数 是 4CG。 的 . 

例 9.3.17 F(z) = 2? tein L zÆ0, F0) = 0 处 处 可 导 ， 
HUE ACG, 的 ,但 不 是 AC. 的 ， 因为 

1 


. 1 2 
Poy = fe ama, zy%0, 
‘ld, z=0. 
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第 十 章 ” 近 代 积 分 的 描述 性 定义 


数学 分 析 教 程 中 ,CR) 积 分 定义 是 用 极限 方法 构造 性 得 到 的 ,， 
而 Newton 积分 (不 定 积分 ) 则 是 用 描述 性 方法 定义 的 . 当 被 积 函 
数 f 在 区 间 上 连续 时 , CR) 与 (N) 积 分 是 一 致 的 ,但 一 般 人 情形 下 ， 
两 者 互 不 包含 ,并 且 都 以 各 自 特点 独立 地 又 有 联系 地 不 断 发 展 ， 
1957 一 1958 年 (R) 积分 发 展 为 广义 Riemann 积分 (Henstock- 
Kurzweil 积分 ), 它 不 仅 包括 了 (R) 与 CV) 积 分 ,也 等 价 于 Perron 
积分 与 Denjoy 积分 ,这 些 已 在 f1] 中 介绍 过 了 ,这 里 主要 陈述 CN) 
积分 的 思想 及 发 展 [91]F92]. 


$10:1 (N) UN") 积分 


定义 10.1.1 若 了 定义 于 [a, 纪 ,上 且 在 La,b] LED FRR 
F, r € [ab] LARA F(x) = f(a) 在, 则 称 f 在 [a,5] 上 (N) 可 
积 , 且 (N) BAX FO — F(a) RIMS Fedde. 


其 实 , 了 在 [a,5] LON) 可 积 , 按 数 学 分 析 说 法 即 f 在 [a,5] 上 
存在 原 函 数 ,而 用 第 六 章 导 函数 的 语言 , 即 f € A. 

为 确保 积分 的 唯一 性 , 使 定义 10. 1. 1 合理 ,我 们 必须 证 明 , 若 
É z € [a,b] LAP (x) = f(x) CE) = ftr), W Flir) =Gtz) 
+C, UEC HER, Mill Fe) — F(a) = GO) — Gla), BIN) 
积分 定义 是 合理 的 . 这 个 结论 早已 为 数学 分 析 所 熟知 的 . 

在 第 六 章 我 们 已 经 讨论 了 Fe 入 时, 它 的 原 函 数 用 其 他 构造 
性 积分 形式 来 表示 ,也 就 是 CN) 积分 与 其 他 积分 的 关系 ,而 这 里 讨 
ESG 人 的 情况 , 即 要 求 推广 CN) 积分 ,从 定义 10. 1. 1 分 析 , 有 两 
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种 思想 可 以 推广 CN) 积分 . 

(1) OF (2) = f(r) 的 相等 意义 赋予 新 的 规定 ,如 a.e《〈 即 等 
式 可 以 除了 零 测 集 例 外 ); BE n.e. CBN nearly everywhere 即 除了 可 
列 集 例外 ); 

(2) 是 对 下 及 其 导数 给 以 新 的 条 件 ( 如 近似 连续 和 近似 导 
数 ). 我 们 将 逐步 开展 讨论 . 

定义 10.1.2 车 定义 于 [ea, 纪 ,存在 连续 函数 RAAT 
列 集 4 CC [a, 杂 以 外 均 为 可 导 自 当 z E [a,b 和 N\A,F'(z) = fC), 
( 即 n.e. AF (rx) 一 f(z)), 则 称 f 在 [a,68j] EN) 可 积 且 CN') 
积分 为 (5)- 一 F(a) , 记 为 (N* yf fat. 

为 确保 积分 定义 唯一 性 ,还 党 证 明 下 列 结论 ; 若 n.e. HF’ Cx) 
= f(x)) 且 n.e, AG (x) = fa) WFO) — Fla) = Gb) — 
Gla). 这 可 由 下 列 定理 而 得 . 

定理 10.1.3 ZF Æla t] 上 连续 函数 ,及 Aled] PHAR. 
且 当 z € [ab] 时 ,r(x) 一 0, 则 F(z) 在 [a,5] 上 恒 为 常数 . 

证 明 设 A= lasag Gaye} A FEA EES, UES 
e> 0,4 6, > 0,54 jh] <, NA 


F(a, +h) — Fla) >— pT 
再 由 下 在 ze [a bA 可 导 性 ,有 5(z) > 0, 当 Al < 6(z) 时 ， 
Fie +h) — F(x) >— ell. 
这 样 [e, 菇 上 每 一 点 , 均 被 以 该 点 为 中 心 , 相 应 :2 Ea, 为 半径 
a FF Ie) Br BE HE, 由 Heine-Borel-Lebesgue HAE, TAARE 


盖 , 并 将 其 中 心 按 大 小 顺序 排列 为 ea = ro ace cy = 
b, 


F — F(a) = >) Fa — FQ») 
imj 
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=— £— (b — ae, 
Hh eE MIF (CS) — F(a) >. 同 理 用 一 下 (z) 代替 (Cz), 可 得 
F(6) 一 F(a) <0, RIE — F(a) 一 0, 其 实 可 以 用 z E leb] 
作为 8, 得 F(z) = 常数. HEH, 


§10.2 (L) 积分 的 描述 性 定义 


(N°) 积分 可 以 将 所 (zx) = f(z) 在 xz E [a 的 上 成 立 的 条 件 ， 
减弱 为 可 列 集 除 外 , 即 n.e. 成 立 . 但 除非 对 已 加 强 要 求 , 不 可 以 放 
松 为 F’ (rc) = fir) a.e. 成立, 例如 Cantor BA F,F’ =0a.e. 成 
立 , 但 FQ1) 一 FO) £0. 

定理 10.2.1 ËF Elab] LÆRE, AF (x) 一 0ae, 于 
[a,5j; 则 在 [a,5] 上 F(x) 恒 为 常数 CC. 

TER OF [a,b] 上 绝对 连续 ,对 任 给 e 汪 0, 有 7 汪 0, 任 
何 可 列 个 端点 在 [a,5] 上 互 不 相 重 区 间 族 {[a;,6.]) ,只 要 


Sa — a) < 之 7 时 ， REY) FO) — Fla)|<e. 

今 设 4 为 零 测 集 ,fa， IMEF (z) 一 0, 必 有 可 列 个 互 不 相 
重 区 间 族 {[ai,8.]}, 使 4 CU (abi) Ad (bi — a) <9, Mi 

>) FG) — Fla)| <e. 
fix E [a bA, 4 ôl) > 0, Al < BCz) 时 
[Fir +h) — Fir)| SelAl, 

这 样 

(fz — aD a + | lz E [asb]\A} Be Carb} 


RET 2.5) APTAS RMA, AMARA HARRERA 
a= yg ee a, = b, 


Fb) — Fl@)| <>) [F(a — Flr) | 
imi -> ‘ 
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< 扫 > ef(zi — ay) te 
=(b— a+ 1)e, 

由 e 的 任意 性, 知 F) — Fla) = 0. 

同 理 任 z € [a,b], F Cr) — F(a) = 0. WEHE. 

定义 10.2.2 设 了 定义 于 [ae, 纪 ,在 [ae, 引 上 存在 绝对 连续 范 
WFR = fae. Flad] ERY, WMA S EL, b] EU 可 积 且 
(L) 积分 (| fadi = F) — F(a). 

这 里 定义 的 (L) 积分 描述 性 定义 与 通常 教程 中 人工) 积分 定义 
等 价 性 参见 [1], RR. 

最 近 文 [49] 和 [34] 中 引进 了 一 种 比 (R) 积分 更 强 的 (2) 积分 
以 及 介 于 (R) BL) ZARZ O 积分 ,这 里 介绍 其 思想 . 

定义 10.2.3 PRB F) 在 zo 点 强 导数 为 f(zo), 记 为 
F',(xo) = f (ro) ,是 指 对 任意 8 0,A a> 0, 对 任何 区 间 [w,w]， 
[u,v] C (ro 一 1, To + 7)， 有 | Fo- Fw _ Firal LE. 

BR WEBE lo) ÉE r AROS, M F) E r AFE 
F' Cra) = F' (a). 

但 反之 不 真 ,如 FF(r) = ztsin + ;FF(0) 一 0, 在 z = 0 ANH 
io SE ae AY 

FEM 10.2.4 PRK SG) 在 [ea,5] 上 (2) 可 积 , 是 指 存在 函 
数 R(z) ,使 对 任何 x E [a,b], F(a) = f(x). 

定义 10-2.5 RMR f(z) Elab] 上 (2 ) 可 积 ,是 指 存 在 
绝对 连续 函数 F(z) ,使 对 任何 x E [a,b], Fr) = FG), 

对 比 定义 10. 2.2 明显 可 知 (2") TRHAT) 可 积 ， 

定理 10.2.6 f(z) Elab] 上 (2) 可 积 当 且 仅 当 f(x) 在 
[a,8] 上 连续 . 

证 明 显然 , 故 从 略 . 

为 了 寻求 4Z" ) 可 积 的 准则 ,引进 下 列 定义 : 
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定义 10. 2.7 Bre [a,b] E #Ala.b] 内 的 可 测 集 , 称 ro 为 
ERR SE A. ERE Mh co 为 强 全 密集 ,是 指 对 任意 区 间 [x,o], 妆 
Luar C lro 一 sTo + ?), 有 
tim ing MEO Tew) 一 1. 
yen v—u 


这 等 价 于 任意 s 盖 0, 有 ?7 汪 0, 任 区 了 间 [zv] T (ry 一 s Ey + 7) A 


mE NuD io. 


定义 10.2.8 S) 在 z 点 上 强 近似 连续 ,是 指 存在 可 测 
EEC [ab] z HENBSBAA flo) 在 马上 的 限制 /lz 在 z 
点 连续 . 

定理 10.2.9 f(z) 在 [a,5] 上 有 界 , 则 f(x) 在 [a,8] 上 
(Z RY AMY fer) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 强 近 似 连续 

证 明 f(x) Elab] EZO 可 积 , 则 存在 绝对 连续 郴 数 
F(x), BF (ce) = f(x) ae 于 La, 看 ,于 是 可 取 EC[a,b] ,mE 
二 5 一 a, 且 对 任何 z € E, 有 F(x) = f(z). 

BF (2) = fla.) BAER e > 0, FE 7 > 90, 对 任何 区 间 
[uso] T (to — Fete + PA 

Ftv) — F(u) 

v— u 
Hu € EN ir — gro + Pov E EN Cro Rar t p A 
Flv) 一 F(u) 


U— H 


— f(x) | < > 


— ft) | < > 
于 是 


Ftv) — Fiu) 
u 


IF — fe) <| ~ = — f) | 


+ EOE od)l <e, 


但 显然 r 为 五 的 强 全 密 点 ,因此 Si) 在 xo 点 强 近似 连续 ， 
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反之 ,根据 定理 5.1.4,f(《x) 可 测 的 充 要 条 件 为 f(z) Æ a. e, 
近似 连续 ,所 以 有 界 ae,， 强 近似 连续 函数 是 (上 3) 可 积 ,从 而 可 设 
Fir) 为 其 原 函 数 ,MM 为 |f(z)| 在 [4,56] 上 的 上 界 ,zo 为 f(z) 的 强 
近似 连续 点 , 则 对 任意 。> 0, 存 在 可 测 集 忆 与 7 > 0, 对 任何 区 间 
Luv] C Cro 一 ?xzo 十 parE Nev) >1— aw 

m([u,v NE < E, 
u—u 4M 
且 对 任意 xz € EN Go — 720+ PA 
Ife) — fla) | <4. 


FO) FO) _ 5 ¢2,)| =| [fade — fla) 
<| [E — falaz] 
一 了 4 z Pal — f(z) \dx 
+ oe | pe FO) — fle) lda 
=F y” le] NED 


2M _e(u — u) 
OE 4M — a) © 


得 瑟 ,(xro) = fay). | WEH., 
容易 验证 Dirichlet 函数 是 a.e. 强 近似 连续 的 ,因此 是 (2Z*) 可 
积 的 . 一 般 地 , 若 f(z) Elab] 上 连续 ,g(z) Elab] LBM 
K.P 是 [a,5] 内 的 一 零 测 集 , 今 
Fa), «x€ [ta PP， 
gr), TEP, 
WW S* Cr) Æe, b] Lae. 强 连续 ,因此 也 是 (2*') 可 积 的 ， 
注意 一 般 而 言 S* (zx) 是 (ZL) 可 积 而 非 (R) 可 积 函 数 , 因 只 要 
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f'l) = 


取 卫 为 稠密 集 , 取 g(xz} EP LEIRA, ES olab] 上 处 
处 不 连续 ,从 而 (R) 不 可 积 , 但 却 仍 是 (LL) 可 积 的 ， 


§ 10.3 Denjoy 广义 和 狭义 积分 


EREM 10.2.1 中 ,不在 fae, 纪 上 绝对 连续 条 件 是 充分 性 的 ， 
MIB) FB ACG. 甚至 ACG 时 ,结论 仍 真 , 这 就 有 继续 推广 新 
积分 的 可 能 . | 

定理 10.3.1 Fla b] LEACG. HAP (2) =O0ae, 
则 在 [a,5] E F(x) 恒 为 常数 C. . 

证 明 ”可 由 定理 9. 213 直接 得 到 . KEM. 

本 定理 保证 下 列 定 义 10. 3. 2 的 合理 性 . 

EM 10.3.2 WS MF [a,b], FEACG, Pa FEE (x) 
= f(z) a.e. 于 [42,5] Emi, WES Ead] 上 狭义 Denjoy 可 积 ， 
REDO 可 积 ,积分 为 (D. ) | Sdi = FO) — Fa). 

BRL) TROD.) 可 积 , 但 反之 不 真 , 例 9. 3.18 的 下 是 
ACG. 但 不 是 AC H, AF 是 (D,) 可 积 , 但 不 是 (L) 可 积 的 . 

定义 10. 3.3 设 f 定 义 于 [a, 妇 ,存在 ACG ARF, EF pe) 
= 了 (x) ae. 于 La, 村 成 立 , 则 称 了 在 [e, 到 上 广义 Penjoy 可 积 , 简 
称 (D) 可 积 且 CD) 积分 为 (D)| f(a = Fb) — Fla). 


在 第 九 章 定理 9. 2. 13 保证 了 本 定义 的 合理 性 . 

比较 定理 10. 3. 2 与 定理 10. 3.3, 可 以 看 出 是 (D,) 可 积 必 
为 (D) 可 积 的 ,这 是 因为 是 ACG, 的 必然 是 4CG 的 ,而 通常 导数 
必 为 近似 导数 . 

但 这 两 个 定义 是 不 等 价 的 ,第 九 章 中 例 9.2.11 AY F Æ ACG 
的 ,而 不 是 a.e. 可 导 的 ,由 9. 2.10 PR, MF ayla) 是 a.e. Tiat] 
存在 ,如 记 Fa = fr), CELab] LEWD) TRH 但 它 不 是 
(D.) 可 积 的 , 因 若 不 然 , 则 存在 ACG. BRK G(r), HC Cz) 一 
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f(z) ae. Fla.b], Att F(z) —G (2) = 0 a.e. 于 [2 的 ,得 
F(x) = Gla) +C, F(x) 在 [4,65] 也 是 ACG, 的 ,并 且 a.e. Fla, 
b] 上 有 通常 导数 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

有 趣 的 是 Xum 定义 了 介 于 (D,》 与 (D) 之 间 的 积分 . 

EX 10.3.4 设 f 定 义 于 [a, 引 ,存在 [a;8] £ ACG 函数 ,使 
F'(z) = f(z) a.e. Fla.b], WRK S Æla] E Xmm 可 积 ,简称 
WOO 可 积 且 (X) 积分 为 (X )| S Od = FO) — Fla). 

ACD.) COX) C CD). 

定理 10.3.5 设 f 在 [a,8] 上 非 负 , 则 了 是 (D) 可 积 必 为 (L) 
可 积 . . 
证 明 ”由 于 /是 非 负 的 , 则 它 的 CD) 积分 F(z) 是 单调 的 , 故 - 

Fla.e. FEH = f FECL) 日 TR, FASE RITE. D), (D,), 
CX) 都 与 tL) 积分 等 价 . 


#10.4 ”近似 连续 Denjoy 积分 


以 上 所 讨论 的 各 种 积分 ,其 实 是 逐步 推广 * 原 函数 ”的 意义 来 
定义 的 新 积分 ,但 上 几 节 中 总 是 要 求 “ 原 函数 ” 是 连续 的 ， AE 
又 限制 了 积分 的 进一步 推广 . 

定义 10. 4.1 BRR F Elab] 上 是 C4CG) [a,b] 
是 可 列 个 闭 集 E, Z3, F FEE, LEAC 的 . 

HER F ECG) 与 ACG 的 区 别 ,在 于 后 者 要 求 下 连续 ,而 前 
者 却 不 必 . 

定义 10.4.2 ”所谓 遂 数 了 在 [4a, 思 上 是 近似 连续 Denjoy 可 
积 , 或 称 Kubota 可 积 ,简称 为 (4D) 可 积 ,是 指 存在 一 个 近似 连续 
HI CACO) 函数 下, 使 得 让 。, = f(x) a.e. F (0,0), TKN, CAD) A 
分 为 


CAD) feat = F(b) — Fla), 
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”五 称 为 了 的 (4AD) 原 函 数 或 不 定 积分 . 


为 证 明 (C4D) 积分 的 唯一 性 ,引进 下 列 引 理 ， 

引 理 10.4.3 F Elab] 上 绝对 连续 日 F's,(rx) = 0 a.e- 
Flad], MÆLa, b] 上 F(x) 恒 为 常数 C. 

证 明 HFEla b] 上 是 AC MER e > 0,8 o> OE 
何 有 限 或 可 列 个 互 不 相 重 的 区 了 间 族 { Carba) ) RE E 一 a) < 人 
时 ,就 有 2) FOD — Fla)| <e. 

4 E= {z|F',,(2) = 0}, mE = 一 5 一 a, 每 x E E, AER 
hi > 0,48 [Fix + ho — F| < eh, 

令 M 一 ETE + hil} re ghel,2,..., 这 样 M 按 Vitali 音义 覆盖 EE， 
因此 M 中 可 选 有 限 个 互 不 相 重 的 区 间 

EA 
使 得 
m(E\, U Ee]) <é, 


ELE =[a,2.) U Cisza) Ue U Cr ab] Ra= 


m+l 
at ysb = Iati ; 则 >) |F (Cr) 一 Fa'y-) i <e H 
- kml 


IEC) — Fla) | <e(z — ak = 1,2, 5m, 
由 此 可 知 
IF) — F(a)| 


` m m+l 
<D ED — Fl + D Fa — Fa) | 
km] kml 


ep — a) +e, 
H e ERM, FO) = Fla), 
同样 可 知 任 x E [a,b], A F(z) = Fla) =C. 证 毕 . 
XT HE AA AB YF SE FT BK. 
系 FF €[2,6] $} AC, F'ola) >Oae. Fab] WF E 
[2,6] 上 不 减 . 
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引 理 10.4.4 EFEC) Elad] 上 近似 连续 ,上 且 在 (a,5) 中 不 
减 , 则 在 [a,5] 上 是 不 减 的 . 

证 了 明 REEN Fes AAMT Ate a KARR, 
TE (a,b) PEE xy, F(a) > F(x), WU FE a RIMES, DA 
z, © (asz), WEF) > F(x) KF Ela, b) PRR. Az 
E [a, h) 时 ,F(a) < F(z). HM, E labli, FOS F(x) A 
F #[a,6] LAR. 

引 理 10.4.5 ERR F Elab] 上 近似 连续 且 (4CG) 的 ， 
F’ (2) 2 Oa.e. Flad], XPC [a,b] 为 完备 集 ,其 接 邻 区 间 族 
At Can. b)}+F Elab LER, MAER m), m) PA 
OF FEG,m) EFR. 

证 明 下 在 [a;6] 上 是 (4CG) 的 ,[a,5] 可 分 解 为 可 列 个 闭 
SE SH H F EE, LE ACH, RHP = UP f] E), H Baire 
H3. 3. 98 FE), AE k HEP 中 Cym) CPNM Er 因 
此 下 在 PN Um) 上 是 4C 的 . EF) 为 如 下 ， 

F(x), rE Pf) Um), 

线性 ， x E [ash] C UNP. 

则 F(z) 在 Cm) LÆ ACH, BF Elab] EEEE H aby) 
PRR, 由 引 理 10. 4.4 A F EAR Lo] 上 也 不 减 ,特别 有 
Fla) < Fh) , 故 Fi (a) = FCA) ` 而 PF, Elash] 上 线性 ， BA 

MAF F(x) 2 Oae FPA Um) MRA F',,,(2) S 0 
ace. FU,m), BUF p(x) 2 Oa.e. 于 [ooe], 由 引 理 10.4.3 系 ， 
QF, FELL] AR Px) FELL] EAW. 

定理 10.4.6 AF Ela, b] 上 近似 连续 是 (ACG) F ,(@) > 
0 a.e. MI, Wil] F Elab] 上 不 减 . 

证 明 设 

E = {z € [(4,4]|z 没有 和 邻 域 ,使 F 在 其 上 为 不 减 的 }， 
显然 五 为 闭 集 , 若 ro 为 五 的 弧 立 点 ,总 有 z< zx 二 9 使 人 (29) 不 包 
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Fite) = 


A ESRF z 的 点 (这 些 点 都 是 局 部 不 减 的 ) ,因此 下 在 (p,xo} 和 
(zo,9) 中 是 不 减 的 ,并 且 由 引 理 10.4.4 知 ,F ELp, r] MEg] 
LAR F e.g] LAR Re CEFR TAME KH 
点 , 即 五 或 为 完备 集 或 为 空 集 ， 

BE 不 空 , 设 { (au yz 为 完备 集 E 的 接 邻 区 间 族 ， (a,b) 
中 无 E 的 点 , 故 下 在 每 一 个 (a,5) 中 是 不 减 的 ,由 定理 假设 及 引 理 
10. 4.5, 存 在 与 有 交点 的 区 间 C,m) BF EGC me) PRR BG 
E 的 定义 矛盾 ,可知 玉 == Ø, iF Eb] LAM. 这 样 保证 了 
(AD) 积分 定义 的 唯一 性 ， 

不 难看 出 C4D) RAD) 积分 的 推广 ,因为 了 Æla] 上 
D) 可 积 , 则 存在 4CC HERF AEF a) = f(x) a e Lab]. 
RH F 是 连续 的 , 且 [a,5] =U E, F É E, LACH, HEB 
9.2.4 中 (3) MF EE, Et AC 的 , 故 已 是 近似 连续 的 且 (4CGC) 
的 ,得 下 也 是 在 [a,8] 上 (4D) 可 积 的 ,并 且 


Dff dt = CD)[ 7 Jdt. 
下 例 说 明 ECAD) 可 积 时 ,未 必 能 有 (D) A 
例 10.4.7 BL. = [aw] 二 [2 "一 2 ”2 ,五 = Us, il 
tim PEQ OAD L 9, 0 X E RURAL. BR 0 N E WARKA 
«o,f — ay 
bx) = fe G 一 2? x E [ans] 
0, 其 他 ， 
F(z) = Xip, (a), 


则 F(x) 在 [6,1]\0) 上 连续 ,在 z = 0 点 不 连续 ,但 
ap limF(z) = F(0) = 0. 
BM F(z) 在 [0,1] 上 近似 连续 ,由 于 内 在 [wp] 上 是 AC 的 ,从 而 
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F(x) 在 [at] E AC 的 ,而 PCz) 在 [0,1 八 UI.* 均 为 0, 自 然 4C 
的 ,得 到 在 [0,1] 上 是 (ACG) 的 , 令 

F' (z), 工 天 0， 

` 0, zr=%, 

因此 在 [0,1] ECAD) FRM, ACAD) RARA Fi). 

可 以 指出 了 在 [0,1] ED 积分 是 不 存在 的 , 因 若 有 连续 
ACG BRC), GC (2) = f(z) ae 于 [0,1], 则 人 (rz) 一 
F(t) =0, X G) — Fl) 是 近似 连续 且 (4CGC) 的 ,由 定理 
10.4.6 HAG =F 十 C, 得 Ff 是 在 [0,1] 上 连续 函数 ,这 与 
F Er = 0 点 不 连续 了 矛盾 . 

注 10.4.8 ”只 要 仔细 考查 一 下 近似 连续 Denjoy 积分 ,不 难 
发 现下 的 近似 连续 条 件 还 可 以 减少 ,或 者 改换 ,就 有 产生 新 的 更 广 
泛 意 义 的 积分 ,这 里 略为 提 及 一 点 关于 Ellis BA. 

定义 10- 4.9 称 在 [4,5 上 a.e. AUS MH MAH EH 
(E) 原 函 数 类 ,是 指 下 列 条 件 成 立 . 

(1) SE ERE, l 

(2) 车 ,GE E, F (2) =G (2) ae. 成 立 , 则 下 与 人 相差 
为 常数 ; 

(3) 车 FG EE, F alr) & Gal) ae MY, 则 FCB) 一 
F(a) <= GW) — Gla); i 

(4) GFE EGE DI X Denjoy 可 积 函 数 类 ) AP (2) 一 
G'alr) ae 成 立 , 则 下 与 G 相差 为 常数 . 

ERS Elab] 上 称 (E) TR, ER E PRE F, E F apa = 
f(x) a.e. R, DR F AS E ER, S E 积分 规定 为 
F(b) 一 F(a). 

(E) 积分 定义 唯一 性 由 (2) REE, (CZ) 积分 包含 (D) 积分 以 及 
积分 值 相等 由 (4) 所 保证 . 

由 第 四 章 所 知 , Darboux 函数 类 不 具有 线性 性 ,但 在 这 一 类 中 
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f(x) = F' plx) = 


取 其 具有 线性 的 子 类 可 以 构成 五 类 , 如 近似 连续 函数 类 就 是 这 种 
子 集 . 可 见 (4D) 积分 是 (五 ) 积分 的 一 个 特例 . 

再 者 考查 引 理 10.4.4 和 10.4, 5 和 定理 10. 4. 6 不 难得 出 下 列 
EH. 

定理 10. 4. 10 ”车 下 在 [4,6] 上 是 Darboux 函数 且 (4CG) 的 ， 
MF (xr) Z Oa.e. F [2,6], M F Flat] 上 是 不 减 的 

注意 Ellis 还 提出 了 所 谓 (GM) 积分 , 它 与 (4D) 积分 不 相 容 . 

定义 10.4.11 BFE 点 称 为 平均 (或 Cesaro) 意 义 是 连续 
的 ,是 指 


1 ath 
MF, x,2 +h) = al Fa)dt > F(z) (h>0), 


其 中 积分 是 广义 (或 狭义 ) 的 Denjoy 积分 ， 

定义 10.4.12 ”所 语 f 在 [a,5] 上 是 (GM) 可 积 ,是 指 在 [a,6] 
上 存在 平 殉 连续 且 (4CG) BA F, WE Fpa) = fae 于 
[a; 丰 ,这 时 称 下 为 f 的 (GM) BBA, RF) 一 F(a) 为 了 的 
(GM) 积分 , 记 为 (GM) fae. 

显然 ,我 们 可 以 从 平均 连续 函数 的 原 函 数 是 Darboux 函数 及 
定理 10. 4.10 知 ,下 列 定理 . 

定理 10. 4. 13 若是 在 [a,6] 上 平均 连续 的 (4CG) MH, A 
F'(2) 2 0ae 于 [a,5], 则 下 是 在 [a,5] 上 不 减 的 . 

可 以 举例 看 出 这 两 种 定义 积分 是 不 相 容 的 (not compatible). 

例 10. 4. 14 设 工 = [5 十 7 二) rc il, P| = 
1 
2" 

函数 所 .Cx) 在 [一 1,1] 上 为 0, 在 了 ,上 非 负 连续 可 徽 , 且 

工 
| ma = my’ 
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F, 9 Ld 
Fey = |> (x) z>0 


0, neo. 
= | uF z>0, 
zee 0. 


这 样 F(x) 在 [一 1,1] 上 是 近似 连续 的 ,而 CCz) 在 [一 1,1] 
是 平均 连续 的 ,F 与 G 在 [一 1,1] 上 是 C4CG) 的 ,因为 


[—1,1] = [~ 1, Ju ül il 


在 每 一 个 闭 区 间 上 , 它们 都 是 AC 的 ,此 外 Fe) = Gala 一 
fix) ae. 于 [一 1,1], 因 此 7 同时 为 (4D) 与 (GM) 可 积 ,但 


DÈ f@de =FQ)—F(-1)=1, 


(GW Fd = GO) -GCG 1) = 0. 
-1 


§10.5 $i% Denjoy 积分 


以 上 各 种 措 述 性 积分 都 是 从 CN) 积分 中 改变 原 函 数 ,导数 ,以 
及 导数 相等 的 意义 所 演绎 出 来 的 ,但 可 以 抽象 地 一 般 地 讨论 这 个 
问题 ( 参 [93]) 以 概括 本 章 各 节 所 讨论 的 各 种 Denjoy 积分 . 

定义 10.5.1 RF BENET = [ab] 上 实 函 数 ,a,p HK 
数 , 所 谓 下 在 z 点 的 抽象 导数 , 记 为 DF (x) ,是 一 种 运算 ,使 

@ AF Exc 点 有 通常 意义 下 导数 F(z) 时 , 则 DsF(x) = 
F' Cz); 

Gi) DataF Cz) + PG(r)) = DaF x) + PDaG x); 

所 谓 玉 在 集 E 上 抽象 绝对 连续 ， 记 为 F E ACw(E) ,是 指 下 列 
条 件 满足 ， 

Gi) 车 下 € AC, (E,) ,Ey Cc E, 则 天 € AC, lE); 

(iv) & F,G E ACwy(E), 则 aF + BG E ACE); 
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(Y) EF EE 上 通常 意义 下 绝对 连续 , 则 FF € ACE); 

(vi) HF E ACau lE) BE HAR DF Cr) HE Lae. F 
在 ; 

(vii) Æ F Elab) 中 近似 连续 ,EE 在 ta,5) 中 的 接 邻 区 间 中 不 
WF E ACS(E) 有 日 DyF(x) 之 0a.e. 于 万 , 则 下 在 (a,5) 上 是 
不 减 的 . 

MARA F RA] 上 抽象 的 广义 绝对 连续 , 记 为 已 E ACG 
的 , SST BT AT A AASB ELC = 1,2,…,) ZH BFE 
AC al E). 

定理 10. 5.2 EFEI= [a,b] HEEE, HE ACG 的 ， 
DFO 之 0a.e. FI,WF FET ERR. 

证 明令 T= (Ca, 8) |F 在 Ce,P) 中 不 减 }, 可 以 证 明了 7 了 满足 
Romanovski 引 理 (定理 3.3.11) 所 有 条 件 . 

事实 上 (1) 一 (2) 是 显然 的 ,(3) 只 要 注意 引 理 10. 4. 4, 玉 在 
[a, 上 近似 连续 ,在 (ce,8) PAR F Ele p] 上 不 减 . 

现 证 (4), 设 T 是 了 的 子 族 ,不 能 覆盖 1). SET, 中 不 能 被 
T PRM RR WED ARS, APE ACG H, BAHE E. tE 


[a,b] = ÜE E F € ACE). 


E E= ÜE N En H Baire 网 定理 3. 3. 9 AUYA E RRA E N 
Un EAD, HREN Om) C E, AWR O. 5.1 PGi), 
FEG = Um) N E LÆ ACG 的 ,F 在 E 对 (lm) 的 接 邻 区 间 中 
不 减 的 ,又 DaF) SO ace. FG, Hii) AF EUo 中 是 不 
RH BU) CT Um) NEA S 可知 Cm) & T, Alt Ro 
manovski 引 理 中 (4) 也 成 立 , 由 Romanovski 引 理 可 知 下 在 了 上 不 
减 . HEE. 

KR BFE! = [a,6] 上 近似 连续 上 且 ACsG 的 ,车 DsF(x) 一 
O,ae. Fle,6], A Fir) =C. ; 

定义 10.5.3 f Elab] 上 称 为 抽象 Denjoy WARD.) 可 
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积 是 指 存在 近似 连续 ACG Pa 了 ,使 [a 5] Eae. 有 DF Cz) = 
S(z) FRA f HHA RRR. MPS 一 F(a) KAS Ele, b] 的 
抽象 Denjoy 积分 , 记 为 CD)| Oat. 


下 面 列举 (Ds) 积分 的 性 质 ,概括 所 有 描述 性 Denjoy 积分 共 
朵 性质, 证 明 是 容易 得 到 的 , 故 从 略 . 
”定理 10.5.4 BS Sg 在 [a,5] 上 (Dw) 可 积 则 af + fg 在 
[a,b] 也 可 积 , 且 


由 É 
Daf Caf + fedt 一 aD) | fat + BCD。)| edt, 


定理 19.5.5 - 4 f €[2,6] ECDs) WA, F(z) a Oa.e. 于 
[a,b], M] f SACL) Ay AR, A 


(Da) fa = (Df fae. 


定理 10.5.6 Ffa) 是 在 [a,86] 上 (Ds) 可 积 函 数列 ,g ,六 
JE (Dy) FU FAR PRB er) < Fe) SACz). OM Fe) 一 lim f(x) 


Him (Da) | Fac = (Da) Fat, 
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附录 。 一些 老大 难 定理 的 新 简易 证 明 


A, Bruckner 


按 ; 我 们 很 高 兴 得 到 A, Bruckner 亲自 同意 与 支持 ,将 他 的 精 
箭 演讲 稿 作为 本 书 的 附录 与 读者 共享 . 


ile 


1. 引 


1799 年 Gauss 在 他 的 博士 论文 中 给 出 了 现在 我 们 称 为 代数 基 
本 定理 的 第 一 个 正式 的 证 明 . 虽然 更 早 些 时 期 ,Girard 曾 猜 想 过 这 
个 结果 ,而 且 18 世 纪 的 诸多 数学 家 们 费 尽 脑 着 企图 证 明 它 . 其 中 达 
朗 贝 尔 作 出 了 莫大 的 努力 ,至 今 在 法 国 此 定理 仍 有 人 称 为 
D’Alembert 定理 ( 因 D’Alembert 在 1743 年 确实 提供 的 一 个 证 明 ， 
但 是 它 不 够 符合 现在 严密 性 的 标准 ) ,以 后 Gauss 又 发 表 了 这 个 定 
理 的 数 种 证 明 ( 其 中 最 后 的 一 个 证 明 是 在 1850 年 , 当时 他 已 70 多 岁 
T). 他 企图 寻找 一 个 完全 代数 化 的 证 明 , 但 没有 成 功 . 最 终 ,第 一 
个 代数 证 明 是 Perron 在 1951 年 才 提 出 的 ( 见 Zassenhaust28]). 

今天 大 多 数 数 学 系 学 生 所 学 的 证 明 是 建立 在 Liouville ZF, 
Rouche 定理 或 解析 函数 论 中 的 其 他 经 典 定理 之 上 的 . 由 于 这 些 证 
明 的 简明 性 ,许多 学 生 无 法 理解 当时 Gauss 和 他 的 前 辈 们 为 证 明 
此 定理 所 过 到 的 种 种 困难 . 

以 上 所 述 的 是 一 个 在 数学 中 经 常 发 生 的 典型 事例 , 即 某 一 些 
问题 经 过 漫长 的 时 间 ,克服 了 极 大 的 困难 ,动用 了 不 少 巧妙 的 方法 
才 获 得 解决 . 后 来 有 了 更 多 的 新 工具 ,使 用 这 些 工具 以 后 ,问题 获 
得 轻易 地 解决 ,而 这 些 新 工具 往往 是 为 了 别 的 研究 目的 所 建立 与 
发 展 起 来 的 . 

本 文 的 目的 是 讨论 在 微分 理论 中 与 这 一 类 型 有 关 的 两 个 问 
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题 , 我 们 还 讨论 第 三 个 问题 ,利用 目前 的 最 新 方法 也 未 能 很 好 解决 
的 这 些 问 题 . 从 而 信服 地 说 明了 ”为 什么 ”这些 问 题 是 如 此 艰难 ,要 
在 当时 解决 这 些 问题 真是 不 容易 . 微分 理论 的 专家 们 对 这 里 所 有 
问题 都 是 熟悉 的 ,只 是 他 们 不 一 定 知道 其 历史 过 程 或 所 有 的 证 明 ， 


2， 无 处 单调 的 可 微 函 数 


约 一 百 多 年 前 ,Du Bois-Reymond (4t. 布 瓦 - 雷 莹 ) 认 为 一 个 无 
处 单调 的 函数 是 不 可 能 可 微 的 ,Dini 则 深信 如 此 函数 的 存在 是 完 
全 有 可 能 的 [12](P. 412). 

在 1887 年 Kopcke 提供 了 构造 这 样 一 个 函数 的 方法 . 1915 年 
Denjoy 评论 Kopcke 的 工作 时 ,在 文 [8]《P. 28) 中 写 道 ; “在 1887 年 
Képcke 在 数学 年 刊 上 给 出 一 个 函数 , 它 有 这 样 人 性 质 ( 他 是 这 人 么 
想 ) ,在 每 一 点 可 导 且 在 定义 域 的 任意 子 区 间 中 ,导数 都 有 取 正 值 ， 
MEAT. 这 位 儿 何 学 家 数 度 回 到 这 项 研究 课题 ,每 次 都 修正 了 上 
次 证 明 中 的 错误 , 同时 无 疑 ,研究 无 处 单调 的 可 微 函 数 问题 也 激发 
了 许多 其 他 工作 . ” 

Denjoy 所 提 到 的 各 项 构造 方法 是 相当 复杂 . 关于 这 一 点 ， 
Denjoy 在 他 的 一 篇 文 章 [8] 中 已 经 给 出 了 三 项 不 同 的 构造 方法 ， 
在 他 即将 给 出 Kopcke 型 的 构造 方法 ,而 还 没有 完成 之 前 ,他 预告 
读者 他 的 方法 是 那么 “ 清 析 和 简易 ”, 该 方法 只 是 借助 了 集合 的 
“Borel 和 Lebesgue 测度 ”的 概念 . 对 Denjoy Ki, MM MBAR 
竞 是 多 么 简易 和 清楚 ?也 许 只 有 在 真 的 读 到 他 的 文章 时 ,我 们 会 觉 
得 那 是 多 人 么 骇 人 的 . 因为 Hobson 在 他 的 “ 实 变 函 数理 论 "一 书 
[12] 中 ,改进 了 Pereno 对 Kopcke 构造 方法 的 修正 稿 ,此 书 出 版 是 
在 Kopcke 第 一 次 更 正 稿 的 大 约 40 年 后 ,也 是 在 Pereno 修正 稿 的 
30 年 之 后 ,以 及 Denjoy 自称 是 “简单 和 清楚 “结果 问世 的 15 年 之 
后 ,对 此 结果 经 过 几 十 年 内 的 千 锤 百 炼 , 还 需要 整整 10 页 版 面 才能 
说 清楚 . 
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今天 已 有 若干 有 效 的 证 明 ,有 些 是 构造 性 的 ,如 著名 的 Za- 
horski 构造 方法 (参见 [26]) ,最 近 Katznekon 和 Stromberg 较 初等 
的 构造 方法 ,还 有 Blazek , Borak 和 Maly 趾 等 ,以 及 其 他 应 用 了 
Hobson 和 他 前 右 们 尚未 拥有 的 工具 ,我 们 略 述 数 项 如 此 证 明 , 我 
们 指出 某 些 证 明 应 用 到 的 定理 直接 地 或 间接 地 依靠 Zaharski 所 获 
得 的 结果 [26]. . 

a) Baire 网 定理 [25] Weil 的 无 处 单调 的 可 微 函数 的 存在 证 
明 是 具有 特殊 吸引 力 的 , 它 不 依赖 困难 的 构造 方法 ,也 不 依靠 其 他 
难 证 的 定理 ,或 引用 一 些 定理 , 它 的 证 明 又 要 用 到 其 他 难 证 的 定 
理 . 总 之 ,Weil 的 方法 可 以 用 于 教学 ,讲解 给 学 生 听 , 只 要 他 们 见 
过 Baire 网 定理 ,知道 导 函 数列 的 一 致 极限 仍 为 导 函 数 ,同时 相信 
Pompeiu 的 构造 ， 即 有 一 严格 上 升 的 可 微 函 数 其 导数 在 一 稠密 集 
EFTE. 在 所 有 已 知 证 明 中 , 这 是 一 项 比 其 他 证 明 都 较 容 易 读 懂 
的 证 明 , 且 对 其 结果 的 真实 性 具有 信心 . 

& A! 为 在 [0,1] 上 有 界 导 函数 Banach 空间 (这 里 记号 与 本 
书 不 同 ,本 书记 为 A), 冉 以 一 致 范 数 . 

BA ={fE A'S = 08 -MRRL). BAA’ 对 加 法 封 
闭 并 且 是 完备 的 . 直接 使 用 Pompeiu 导 画 数 可 以 证 得 ,对 每 一 区 间 
TC[O1 RISE A'olf 之 0 在 1 上 } 在 A' 中 是 无 处 稠密 的 ,应 
用 Baire 网 定理 即 得 所 求 结果 . 

以 下 提供 构造 无 处 单调 的 可 微 函数 的 一 条 思路 ,首先 在 入 '。 
构造 二 个 导 函 数 8 和 gs, 使 集合 {x ;gtx) >0M gfx) = 0} 及 
(rig: X) > 0M gC) = 0} 是 稠密 的 , 若 设 g = £1 — g2; 则 
8 E A'o BRC) = | godt 具有 所 要 求 的 性 质 . 

最 初 构造 这 一 对 (g g) 不 是 简单 的 一 回 事 , 最 近 在 微分 理论 
上 的 工作 所 提供 的 定理 ,几乎 都 明显 地 使 用 了 这 条 思路 . 

b) 密度 拓扑 ”Goffman 在 文 [11] 中 聪明 地 使 用 密度 拓扑 的 
性 质 去 构造 如 此 一 对 (21,82). 
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这 拓扑 是 完全 正则 的 ,可 数 集 是 闭 的 ,还 有 连续 函数 (以 密度 
拓扑 为 定义 域 和 以 殉 几 里 得 拓扑 为 值 域 ) 即 近 似 连 续 函 数 , 设 4 
和 B 为 R 中 互 不 相交 的 ,可 数 的 稠密 子 集 ， Bul A= {a, sz2s"" } »B 
= {hhn = 1,2. E f, TER EMBO < Sf, <1, 
falaa) = LEBEf, = 0;，, 选 Zn ER LEMMER, 所 名 <S l, 
gn(5,) = 1 HEA bog, = 0. 由 于 近似 连续 函数 的 级 数 的 一 致 和 
也 是 近似 连续 的 函数 5 ~ D G- >) eae 
数 ,显然 地 它 具 有 所 要 求 的 性 质 . 

c) HE BS mR 在 文 [21] 中 Petruska 和 Laczkovich 证 
得 ; 如果 Z 是 一 零 集 包含 在 [0,1] 内 ,那么 任何 Baire 函数 在 Z 上 
的 限制 可 以 扩充 到 [0,1] 上 的 导 函 数 . BE 

1 
a) 当 z 一 T, 9 为 偶数 ， 
ID=], 当 = 一 去，9 为 奇数 ， 
0， 其 他 . 
其 中 清和 9 REE MA Sf BAK Baire 函数 ,同时 了 在 [0,1) 
上 有 有理数 的 限制 可 以 扩充 到 [0,1] 上 的 导 函 数 广 , 导 函 数 六 的 任何 
原 函 数 是 无 处 单调 的 . 

d) 导 函 数 的 积 Marik 和 Weil 中 曾经 证 明 ( 我 仅 给 于 少量 的 
协助 ) :每 个 Baire 函数 几乎 等 于 零 是 两 个 导 函 数 的 积 , 设 AA 
(c) 中 的 函数 , 记 .f = ghh € A’). 

A= {zig(7) > 0,h(x) > 0}, 
B= (2:g(2) > 0,hCz) <0}, 
C = faig(r) < 0,ACr) > 0}; 
D = {(x.g(2) < OR) <0}. 

HFS SEMSRLAEW RAAUDERMRH, WHER 
fa) 7 (0,1), ERAT A A SEY D RRRA . A KE] 
JCI, ERAJ 内 BB 是 称 密 的 或 C 是 稠密 的 ,这 样 ,下 列 各 集合 对 
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(A, B),(A,C),(D,B) 和 (CD,C) 中 必 有 一 对 ,这 两 个 集合 在 了 上 
都 是 稠密 的 , 不 管 那 一 种 情形 都 可 推 得 导 函 数 g 和 站 之 一 在 J 上 取 
正 负 值 ,这 个 函数 的 原画 数 有 在 上 所 需求 的 性 质 . 

另 一 处 理 方 法 近年 来 发 现 如 下 ,首先 求 得 一 函数 有 所 要 求 的 
振动 性 质 ,此 函数 不 一 定 可 徽 , 接 着 通过 变换 将 该 函 转 变 为 可 微 的 
但 不 损坏 原 有 的 振动 性 质 , 我 们 也 能 用 同样 的 方法 使 变 成 的 导 函 
数 在 每 一 区 间 工 取 正 人 负 值 ,以 下 三 个 例子 用 了 其 中 一 种 处 理 方法 . 

e) 变量 的 更 换 和 变换 尺度 ， 

(1) $ EC [0,1], [0,1 ME c [0,1] 在 [0,11 的 每 一 子 区 间 
上 都 有 正 测度 , 设 

l ÄrEE, 


f(x) 一 [e Lär E 
那么 下 是 绝对 连续 的 ,Fleissner 和 Foran™! , Bruckner #1 Goffman"! 
还 有 Kaplan 和 Silobodnick55] 都 曾 证 得 定理 ,得 ;存在 一 同 胚 h 从 
[90,1j 映 到 自身 使 -及 是 可 微 的 , 显 见 玉 是 无 处 单调 的 ,所 以 可 微 
函数 让。 同样 是 无 处 单调 , 

(2) 依靠 Fleissner 和 Foran” 的 另 一 定理 也 能 提供 类 似 的 证 
明 . Bre RFE ARAM RRA SH o FERE 
On ERP). 再 次 显 见 是 无 处 单调 的 . 

这 些 证 明 是 Kaplan 和 Slobodnick 设置 的 ， 

(3) 以 上 两 个 证 明 涉 及 变量 或 标 度 的 更 换 从 而 构造 出 可 徽 函 
数 具有 所 要 求 的 性 质 ,我 们 也 可 以 要 求证 明 不 引进 原 函 数 仍 能 构 
造 出 函数 符合 所 要 求 的 性 质 , 使 用 Maximoff-Preiss 定理 [22] 这 样 
的 证 明 是 容易 设置 的 ,该 定理 确定 每 一 个 Darboux-Baire 1 函数 可 
以 变换 为 一 个 导 函 数 通过 一 同 态 的 标 度 的 更 换 . 


令 (4.)? 为 两 两 不 相交 [0,1] 的 完备 子 集 的 列 使 U An 有 正 


测度 在 [0,1] 的 任意 子 区 间 中 . 和 Ü Amn 也 有 正 测度 在 [o,1] 的 
任意 子 区 间 中 . 定义 函数 在 [0,1] 上 如 下 ， 


， Fla) = | fd 
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0， 其 他 

容易 证 明 了 是 Baire 1 类 函数 ,由 此 存在 Darboux-Baire 1 类 wes, 
Big = fae. (参见 [5]) ,特别 地 g 在 任 一 区 间 中 取 正 负 值 ,应 用 
Maximoff-Preiss 定理 , 即 得 所 求 的 导 本 数 . 

值得 一 提 的 是 没有 外 后 胚 构造 的 证 明 方法 , 这 是 由 于 五 。/ 
形式 的 函数 类 (其 中 五 是 从 RR 到 映 自身 的 同 胚 ,fF CA) 尚未 有 刻 
划 , 它 肯定 是 第 一 类 的 真子 集 ( 其 实 它 显 然 包括 在 Zahorski 类 m) 
我 们 却 不 知道 有 简易 构造 函数 的 方法 ,使 对 某 些 磋 而 言 ,HH 。f 
有 所 求 的 性 质 ， 


3， 在 稠密 集 上 取 严格 极 大 极 小 值 的 可 微 函 数 


我 们 现在 转向 另 一 有 关 的 问题 ,在 1882 年 Henkel( 见 [12]) 尝 
试 构造 一 个 可 徽 画 数 有 严格 极 大 和 严格 极 小 值 的 稠密 集 , 他 没有 
成 功 (此 问题 的 解 也 无 形 中 提供 了 以 上 问题 的 解 ), 较 迟 后 Zal- 
cwassert”"] 解 决 了 一 个 更 难 的 问题 ;给 出 两 个 可 数 不 相交 集合 A 
AB, AEE RE A 上 有 严格 极 大 值 , 在 B 上 有 严格 极 
小 值 ,以 及 无 其 他 极 值 ?他 在 他 的 一 篇 长 文 [27] 中 肯定 地 回答 了 这 
个 问题 ,最 近 Kelar"' 中 提供 一 较 简单 的 证 明 , 他 构造 了 一 个 Lips- 
chitz 函数 具有 所 要 求 的 极 值 性 质 ,在 以 上 e(2) 中 提 及 的 Fleissner- 
Foran 定理 的 一 项 应 用 完成 了 证 明 . 

一 个 也 许 比较 简单 的 证 明 可 以 取 以 下 形式 {此 处 我 们 假定 4 
和 和 B 同时 为 稠密 集 ,Zalcwasser 很 容易 证 明了 在 一 般 的 情况 下 此 
项 结果 ), 不 难 证 得 (参见 L4])，, 如 果 4 和 互 是 [0,1] 中 互 不 相交 可 
数 的 稠密 子 集 , 同 时 A.B 也 有 这 样 的 性 质 ,那么 存在 映 [0,1] 到 
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自身 的 同 胚 g ,使 gC(A) = A’ „g (B) = B ; 且 对 [0,1] 中 所 有 rF 
yA 


容易 推 得 在 Weil KA. 中 的 导 函 数 集中 ;其 原 了 基教 局 部 极 值 是 严 
格 的 ,一 定 是 A' 中 的 主 制 集 , 令 下 为 此 导数 的 原 函 数 旦 4 ME 
分 别 其 严格 极 大 值 和 严格 极 小 值 的 集合 , 设 & 为 上 述 之 同 胚 , 则 下 
。g 是 一 Lipsohitz 函数 并 具有 所 要 求 的 极 值 性 质 . Fleissne-Foran 
定理 产生 了 一 从 R 映 到 自身 AGT h RA CF og) 是 可 微 的 ,此 
函数 具有 所 有 要 求 的 性 质 . 

注 ; 其 实 我 可 以 取 可 微 的 g, 所 以 。g 具有 所 要 的 条 件 ,我 们 
可 以 断言 典型 无 处 单调 的 可 微 Lipschitz BAK F AFCO) = 0( 对 范 
SF = sup iF (2) D 有 下 列 性 质 : Ot Am BOR, BAA 
相交 ， 存在 二 微分 同 胚 G (iF GEA 上 取 严 格局 部 极 大 值 ,在 B 
上 取 严格 局 部 极 小 值 且 无 其 他 局 部 极 值 . 


4 连续 函数 的 可 微 性 病态 现象 


以 上 诸 问 题 考 虑 了 可 微 函数 的 病态 现象 ,现在 转 而 讨论 有 关 
连续 函数 的 可 微 性 的 病态 现象 . 

一 百 多 年 前 我 们 已 知 有 处 处 连续 的 无 处 可 微 的 函数 的 存在 . 
早年 Weierstrass 和 其 他 学 者 所 提供 的 证 明 都 是 用 实际 例子 ,到 了 
1931 FX Banach"! Mazurkiewicz" F A T AEH Hh TAFE 
性 证 明 . 

Weierstrass 的 例子 w BER: 即 在 一 稠密 集 上 其 单 侧 导数 
w, Mw- 存在 且 无 穷 ,由 此 引起 一 个 问题 ， 即 是 否 存 在 连续 函数 
FASS AS- 无 处 存在 (有 限 或 无 穷 ) ,许多 年 之 后 Besicovitch 
才 给 出 一 连续 函数 B 的 例子 , 使 处 处 有 DB 二 D*B 和 D..B < 
D- B( 即 处 处 无 单 侧 导数 ). 他 的 例子 后 来 又 被 Pepper” 所 简化 ， 

. 211- 


一 项 更 正 的 描述 出 现在 Jeffery 的 书 [14] 中 . 再 后 来 Morse 提供 了 
另 一 个 例子 ,从 算术 的 角度 而 非 几 何 的 角度 着 手 的 ,所 有 这 些 例子 
不 用 说 都 是 很 复杂 的 ,就 是 Jeffery 书 中 的 例子 也 需要 几乎 十 页 . 
在 回顾 这 课题 早年 的 工作 ,Morse 指出 ,关于 如 此 函数 的 存在 仍 有 
一 些 疑 虚 . | 

Saks" FE ih A] Harward 大 学 时 ,从 Baire 纲 定理 的 角度 处 理 
这 个 问题 . 他 看 到 直接 证 明 ,指出 连续 函数 典型 地 具有 无 处 有 有 限 
或 无 穷 ( 双 便 ) 导 数 或 无 处 有 单 侧 有 限 导数 ,他 接着 证 明 无 论 如何 
它们 一 定 典 型 地 存在 有 其 基数 为 连续 统 的 集合 ,其 上 有 单 侧 无 穷 
导数 (所 谓 ( 典 型 ) 性 质 . 我 们 是 指 具 有 该 性 质 的 函数 形成 C[0,1] 
BY EAS) , Saks 的 证 明 是 一 点 也 不 初等 的 , 它 涉及 到 证 明 如 此 函 
数 所 形成 的 CLa,b 的 子 集 在 每 一 球 上 是 第 二 纲 的 并 且 是 解析 的 ， 
由 此 得 出 该 函数 类 E Cla, b] HEEM, Saks 应 用 了 Tarski 和 
Kuratowski 最 近 所 得 到 的 一 些 结果 ， 

因此 Saks 没有 找到 一 个 Besicovitcb 型 函数 存在 的 简单 证 明 . 
一 些 数学 家 认为 这 也 说 明了 为 什么 这 类 函数 的 例子 是 那么 难 找 ， 
他 们 是 有 悖 于 典型 的 (大 专 学 生 也 许 很 难 接受 这 一 看 法 一 一 他 们 
毫 无 困难 提供 整数 或 可 微 函 数 的 例子 . > 

Saks 结果 的 一 个 非常 简单 的 证 明 ; 由 Laczkovich 发 表 , 但 他 
们 归功 于 Preiss ,奇怪 的 是 这 证 明 用 到 只 在 1934 年 才 有 的 结果 ,而 
Saks 写 他 的 文章 [23] 的 时 候 还 是 没有 的 , 当然 在 他 写 出 他 的 书 
[24j 的 时 候 是 有 的 . 

引 理 任 一 连续 函数 下 在 某 一 连续 统 集 上 必 有 单 侧 的 近似 
导数 (有 痕 或 无 限 ). 

EA WA= (x|Dt F=— 00},B= {z| — o <D F< 
0C = {2/0 = Dt FE œ}. 

BAAD Miz € AAP lr) =— 00, AIF A 
BRAEMAR EBL PREV BG, RUF IPE 
微 的 ,因此 若 有 正 测度 , 它 即 所 求 之 集合 ,最 后 , 若 4 的 基数 小 于 连 
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续 统 (因为 它 是 一 Borel 集 , 则 A 必 为 可 数 ) 和 B 为 测度 零 , 则 用 标 

HERAF 是 不 减 的 ,在 这 种 情况 请 是 几乎 处 处 可 微 的 . 

定理 (Saks) 典型 的 连续 函数 下 在 基数 为 连续 统 的 集合 上 
有 有 无穷 单 人 出 导数 . 

证 明 (Laczkovich 把 证 明 归于 Preiss ) 典型 连续 函数 是 无 处 
近似 可 微 的 [13j, 令 4,B 和 C 如 以 上 引 理 所 述 , 则 B 有 零 测 度 ,如 
果 有 4 的 基数 小 于 连续 统 , 那 么 下 是 不 碱 的 (如 引 理 的 证 明 ). ewe 
非典 型 ， . 
因此 典型 连续 函数 在 基数 为 连续 统 的 集合 土 有 无 穷 单 侧 导 
数 ,但 是 每 一 个 连续 函数 在 如 此 集合 上 有 单 俩 近似 导数 . 

以 上 将 一 个 难度 极 高 的 Saks 定理 提供 了 一 项 非常 简单 的 证 
明 , 但 是 它 并 没有 给 Besicovitch 型 函数 的 存在 性 提供 一 项 简单 证 
明 , 我 们 问 是 否 存在 一 完备 度量 pb, 对 于 某 连 续 函 数 集 上 , 使 其 主 
FEE Besicovitch 型 函数 
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